
С. Д Е М П Е

Г Р А Д И Е Н Т Н Ы Е  А Л Г О Р И Т М Ы  РЕШЕНИЯ  
О Д Н О Й  ОБ ОБ ЩЕН НО Й З А Д А Ч И  О РЮ КЗ АК Е

О сновные методы конструирования  субоптимальны х алгоритмов 
и зл о ж ен ы  в р аб о тах  [1] —  [3]. П ри б ли ж ен н ы е  градиентны е алгоритмы 
реш ения  с задан н ой  точностью разли чн ы х  за д ач  рю кзачного  типа р а з ­
рабо тан ы  в рабо тах  [4] — [6]. В данной работе  исследуется обобщ енная  
з а д а ч а  о рю кзаке :

т ni т  n i

/ м  =  2  2  си  х и  min ( 1) - 2  2  х ч  ■ йо. (2)
t=i i=i i=i /=1

"£
2  x u  i s  at, I S i g m ,  (3), хо- е { 0 } и . [ х Г ,  X?],  1 S / 2 / V  (4)
/=i

Э та з а д а ч а  возни кает  при решении проблем ы  производственного п л а ­
нирования двойственным методом [7].

П р о б л ем а  (1) — (4) является  А Р-трудн ой . Д ействительно, при гц =  
=  1 , а £= 0 ,  х ~  =  x f  для всех i, (1) — (4) есть задача о рюкзаке, которая, 
как известно, N P  ■— трудная задача. Это значит, что только задачи с до­
полнительными ограничениями на коэффициенты а0, а £, хт, хУ можно 
решить полиномиальным алгоритмом.

П р ед л агается  следую щ ий алгоритм, построенный по общей схеме 
градиентны х алгоритмов [3]. О-й шаг: Р е ш ае м  т  линейных за д ач  о р ю к­
заке :

I n i ni i

I П'У X ij  . X ij  Pi  Olt Xij (ЕЕ {0} [J [X i , Xi ], l S j ' S d i  (5) 
ly=i /=1 J
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полученное зешение символом

а,- Г г . - '
а £ — st Xi

> cil =
x t

» Г1
_ xf — хТt =  0 , Z° = 2  2  х°ч и Si =

i= 1 1=1 _
S7 cin.. Здесь ]г[ означает наименьшее целое неотрицательное число не 
меньшее чем z. Л егко  проверить, что

Х + ,  1 ^  /  S  T ; —  1,

a-ij— (О — 1) x f  — (s£ — Гс)хГ, /  =  rh 
ХТ , О <  /  S  sb
О, s£< / ^  tie

t -й шаг: 1. Найдем допустимое направление (k , I) по правилу сы — 
=  min {ctj : xij <  x t}  2. Вычисляем величину d =  min {xt  — &i, cl0 — z1}.

t+l j  m ax{xP , 4 /  +  d} для  (i, j )  =  ( k , /)

X "  -Лц --

иначе,
3. Строим новое решение Хц =

z<r~l =  z f- +  x i t  — Xki- 4. Если z*+ 1 ; > a 0, то полученное решение является 
допустимым и алгоритм заканчивает работу с решением xs =  x t+1, иначе 
полагаем t. =  t  - f  1 и перейдем к (t -+- 1)-му шагу.

Трудоемкость алгоритма 0(/г) =  0 ( 2  n i)- Если выполняется одно из
£=1

т  n i  т

следующих условий: (t) 2  2  ХЬ =  ао. (») 2  а ; =  а»< (“ О х ?  =  х Г =  х ~
1=1 1=1 1=1 

для  всех 1 i ДЕул, то градиентный алгоритм строит оптимальное реше­
ние х*.

48



т
Пусть а0 принимает любое значение из интервала [ 0, 2  щ  х Р J с рав-

t=i
ной вероятностью. В [8] доказано, что градиентный алгоритм находит 
оптимальное решение с вероятностью

т

^  («г — x j

Р (хе =   .

2 /,£ * t
i=i

П усть Q (х *) =  {(г, / ) :  хц  ^  х Г , хц  =  0}, где х А =  х ‘~ г — последнее недо­
пустимое решение алгоритма.

Т еорем а 1 [8]. Пусть дан о  целое число k такое, что

k — \ v n * x { x j : \  sS«===m} k _
— Г ~ < -----■ , t , ^  fej- i ’ fe< S£- (6)

Т огда  существует оптимальное решение дс*, д л я  которого | Q (х*) j /г. 
И сп о л ьзу я  условия  (6), р а зр а б о т а е м  приближ енны й алгоритм  решения 
лю бой  конкретной зад ач и  (1) — (4).  Рассм отри м  зад ач у  м иним иза­
ц и и  (1) при ограничениях (2 ) ,  (3) и

Хц  €= {0} U [ (1 —  h )  хТ,- xt], 1 S i S m ,  1 (4 ')

В ы бираем  м инимальное число Яг, 1 t 5S m так, чтобы выполнялись 
условия  (6). Это возможно, т а к  к а к  при Яг =  1, 1 sS i ^  m  возникает 
з а д а ч а  минимизации линейной функции на полиматроиде, которая  р а з ­
реш и м а  градиентным алгоритмом. Р е ш а я  за д ач у  (1) — (3), (4 ') алго ­
ритмом ветвей и границ, на основе теоремы 1 получаем решение х р ,  не 
о б яза т е л ь н о  допустимое в за д а ч е  (1) — (4). П остроим решение х п по 
п рави лу

( хТ ,  если хц ф.  {0} U [%7, x f \ ,
ХИ И  р (7){ Хц иначе.

Теорема 2. Пусть f i — н и ж н яя  граница значений целевой функции. 
Тогда

i/ь г,

i + - т -  2  ^  2  сч  ъ~-  (8)'1 .• 1 .• 1
fix'1)

-  г=1 /-1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть /  =  {(г, / ) :  Хц е= {0} U [*г , x i  ]}. Имеем

/ ( * • )  ЦхР) =  2  сч  x ‘i +  2  СИ ъ  +  2  СИ (*& —  * Г )  ^  /  (*") —
(t, /)«=/ (г, /)е/ (*, /)£/

m ni

— 2  си (х Г —  (1 — К) хТ) .  О ткуда следует j (x")  ^ f ( x * )  +  2  ^  2  х
(£, л®/ £=i /=1

/  Л<1 \
X  Cij X i j ( x  ) i 1 '!  с 2 2  ̂ x t ) ‘

£1 (=11=1 '

З а м е ч а н и е  1. В качестве  ниж ней границы /г значений целевой 
ф ункц ии мож но взять f ( x 8 ) — Chi{zt — До).

З а м е ч а н и е  2. Теорему 2 м ож но использовать, чтобы уменьшить 
о бъем  вычислений при решении зад ачи ,  удовлетворяю щ ей условиям  тео­
ремы 1.

Теорема 2 д ает  оценку значения  целевой функции в наихудш ем слу­
чае. Вычислительные эксперименты  показали , что обычно значение це­
левой  функции в точке х п л е ж и т  существенно бли ж е  к оптимальному 
решению. С другой стороны, легко  показать , что оценка (8) достиж има.

3 Зак. 1076 ’ 49
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У Д К  517.925.12

К А С И М  М У Х А М Е Д  А Л Ь -Х А И Д Е Р

СИЛЬН АЯ И ЗО Х Р О Н Н О С Т Ь  ЦЕНТРА  
А Н А Л И Т И Ч Е С К И Х  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  СИСТЕМ,  
У Д О В Л Е Т В О Р Я Ю Щ И Х  УС Л О ВИ Я М  КОШИ — РИМАНА

Рассм отри м  д и ф ф ерен ц и альн ую  систему вида
х  =  — у  —  Р ( х ,  у ) ,  у  = . * +  Q ( x ,  у ) ,  (1)

где Р ( х ,  у )  и Q (x , у )-— голом орф н ы е в окрестности н а ч а л а  координат  
функции, не с о дер ж ащ и е  линейных и свободных членов. В дальн ейш ем  
предполагаем , что ( 1) имеет  в точке 0 (0 , 0 ) центр и удовлетворяет  у сл о ­
виям  Кош и — Р и м а н а

d P  dQ дР  dQ
д х ду  ’ д у  д х (2)

К а к  известно [1], система (1) всегда  яв л яется  изохронной. Естест­
венно теперь поставить вопрос: о б л а д а е т  ли ( 1) сильной изохронностью 
в общем случае? О казы в ается ,  что система (1) не всегда  о б лад ает  силь­
ной изохронностью. Так , рассм отри м  систему вида

х  =  — у  — А г 0х2 —  А п х у  +  А 20у 2 —  А 30х 3 —  А 21х2у + З А 30х у 2+  — А 21у 3, 

У =  х  + ^ - А 11х 2— 2 А 20х у ----- ~ А 11у 2+ - ^ - А 21х 3— З А 30х2у — А 21х у 2+ А 30у 3.
(3)

Н етрудно  проверить, что система (3) удовлетворяет  условию (2). 
Теорема. Д л я  того чтобы систем а (3) о б л а д а л а  сильной изохрон­

ностью, необходимо и достаточно, чтобы А ц  =  0 и либо А 2о =  0 , либо 
-<4зо =  0.

Доказательство.  П усть  система (3) о б л а д а е т  сильной изохронностью. 
Тогда согласно лем м е 5 из [2] сущ ествует  голоморфное п р ео б р азо в а ­
ние вида

u =  x,  v =  y +  2  (4)
<+/=2

при водящ ее  (3) к  виду

й — —  v - f  u F (u ,  v ) ,  v  =  и  +  v F  (и, v ) , (5)
где F ( u ,  v)  — го лом орф н ая  в окрестности и =  v =  0 функция, не содер­
ж а щ а я  свободных членов.

З ап и сав  систему (5) с учетом (4) и (3) в переменных х, у  и п р и р а в ­
няв затем  в полученных равен ствах  коэфф ициенты  при x vy i  (р +  q =  
=  2, 3, 4 ) ,  получим системы уравнени й , из которы х следует, что А ц  =  0 
и А20А 30 =  0 .
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