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У Д К  517.917
Н. В. ПЫЖКОВА

к  ВОПРОС У О П Е Р И О Д И Ч Е С К И Х  И З О Х Р О Н Н Ы Х  СИСТЕМАХ

Рассм отри м  систему диф ф ерен ц и альн ы х  уравнений

=  -dm (0  \  А  А >1 (0  л А  А о (0  A  A i  (^) Ел +  А 02 (t) в 2 +  А о  (0  £3 А

+  А х  (0  | 2Л +  А г  (0  ?Л 2 А  А з  (f) II3, (1 )

=  Дю (0  £ А  Дох (0  Л +  Дао ( 0  Г  А  Д и  (0  |Т| +  Д 02 (0  л ’ А

+  д 30 (0  Г  +  Д *1 (0  Г л  А  Д и  (0  л2!  +  Доз (0  л 3
с  непрерывными периодическими коэффициентами А ь ( 0 >  Д»л(0-

Получим условия, при которых система (1 )  с помощью п р ео б р азо ­
вани я

I  =  х  cos t — у  sin t, т) =  х  sin t  +  у  cos t (2)
приводится к системе с постоянными коэффициентами:

•АА =  а10х  +  а01у  +  а20х2 +  О ц ху  +  а02у 2 +  а30-х3 +  а21х2у  +

+  й ц х у 2 +  а03у 3, ^

, -АД =  Ь10х  +  Ь01у  +  Ь20х2 +  Ь ц ху  +  Ь02у 2 +  b30x 3 +  b21x 2y  +

+  Ь12х у 2 +  Ь03у 3.
Т еорем а 1. Д л я  приводимости (1) к  виду (3) п р ео б р азо в анием (2) 

необходимо и достаточно сущ ествование постоянных (Зг (t =  0, 17) т а ­
ких, что

Дю (t) — Ро А  1 A  Pi sift 21 -(- Рг cos 2 t,
Аю (t)  =  Рз — Рг sin 21 +  Pi cos 2t,
Д 01 (t) =  Рз A  A  sin  21 — Pi cos 21, (4)

Aay{t) =  — (Po -f- 1) A  Pi s in  21 -f- P2 cos 2 t\

Д20 (t) =  — P4 sin t -j- p5 cos t — Pe sin 31 +  P7 cos 31,
Ao (t)  =  — Pe sin t +  p9 cos t  — p7 sin 3/ — p6 cos 3t,

B n ( t )  — (P5 — p8) s in  t -)- (p9 -f- P4)cos  t -|- 2p7 s in  3* -|- 2p6 cos 3 t, (5) 
A n  (t) =  (Рэ A  P4) s in  t —  (p5 — p8) cos t  — 2p6 s in  3/ +  2p7 cos 31,

Д02 (t ) =  p9 sin t A  Pe cos t +  p9 sin 3t  — p7 cos 31,
Aoz{t)  =  — p5 sin t —  p4 cos t +  p7 sin 31 +  Ре cos 31;

Д30 (t) — (P12 -f- ЗР10) A  2 (Pi7 — Pie — P14) sin 21 -f- 2 Pn cos 21 —
— (P15 A  Pie A  P17) sin At — (pi2 — pio) cos At,

A o (0  =  (P17 A  Pie) (Pis A  PA sift 2£ — P14 cos 21 -(- (6)
A  (P12 — Pio) sin At — (P15 A  P16 A  P17) cos At,

Д21 (0  =  (Pi? A  Pie) A  (3 P11 — P13) sin 21 -f- (4 Pi6 4pi7 -(-
-)- ЗР14) cos 2t  — 3 (P12 — Pio) sin At -(- 3 (p 15 -j- Рю A  Pit) cos At,

A u ( t )  =  — (P12 -j- Зрю) A  2 (Pie — Pit) sin 21 -j- 2Pi3 cos 2t  —
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—3 (Pi5 +  Pie 4~ P17) s in  A1 — 3 (P12 — P10) cos 4 t,
-S1 2 ( 0  =  (P 12 +  Зрю) +  2 (Pi6 —  P 17) sin 2 i -f- 2 P i3 cos 2t  -f- 

-f- 3 (P 15 -f- p 16 4“ p 17) sin  4/ +  3 (P12 — P 10) cos At,
A a ( l )  =  (P17 +  Pie) — (ЗР11 — P13)s in  2/ — (4Pi6 — 4Pn +

4- ЗРи) cos 21 — 3 (P12 — Pio) s in  4^ +  3 (p 15 -(- pie 4~ P17) cos At,
Лоз (t)  — (P 17 +  Pie) +  (P13 Ч " P n ) s ' n  +  P14 cos 2 1 -f-

+  (P12 — Pio) sin  At — (P15 -(- P i6 -f- P17) cos At,
4 о з (0  =  — (Pi2 4~ Зрю) +  2 (p ,7 — pi6 — P u )s in  21 -f- 2Pu cos 21 4-

4~ (P15 +  Pie +  P17) sin  At -f- (P12 — Pio) cos At.

Д о к а за те л ь ств о  осущ ествляется  непосредственной подстановкой 
обратного  преобразован и я  к  преобразованию  (2) в (3) и сравнением 
с (1). Эта  теорем а обобщ ает  теорему, полученную в [1]. П осле вы числе­
ний получаем:

2Ро =  Ью — a 0i, 2Pi =  «ш — boi,
2Рг =  Goi “Ь Ью, 2Рз =  йю 4“ йоь 

4р4 =  -— Зй02 ~  Й20 +  Ьц,  4Рэ =  3£>20 4“ Ьо2 — ЙЦ,  (7)
4Рб =  — Й20 4“ Й02 4” Ьц, 4р7 =  boo — Ьо2 -Ь йц,

4Рз =  3^02 4“ ^20 4“ ЙЦ , 4Рэ =  Зй20 4- Й02 4“ ^ 11>
8Рю =  &зо — йоз, 4Ри =  Ьзо 4- йоз,
8р12 =  Ь12 —  Й21, 4(3l3 =  b 12 4“ Й21,

2Pi4 =  Ьоз —  йзо, 2Pi5 =  —  йзо —  Ьаз,
8Рю =  £>21 4” Зйзо, 8р17 =  З£>03 +  Й12.

Отметим, что система (7) однозначно р азр еш и м а  относительно a ih, Ь,и~ 
Н и ж е  будем предполагать , что

йо! =  — 1, Ьм — 1, йю =  b01 =  0. (8)

П ери од  решений (3) при выполнении (8) по Л яп ун ову  [2] можно

представить  в виде Т ( с ) =  2л (1 4- ^ Ы с * ) ,  где hi  — полиномы степени i
1—2

от коэффициентов ац,  Ьц.
Н а  основании (2) реш ен ия  х  =  x ( t ) ,  у  =  y ( t )  исходной системы (1) 

оказы ваю тся  ком бинацией  периодических функций периодов 2л и Т( с) .  
Если  О (0, 0) д л я  (3) я в л яется  изохронным центром, то Т (с) =  2л, и все- 
реш ения (1) из достаточно м алой  окрестности О (0, 0) будут периоди­
ческими периода 2л.

И з  вы ш еи злож енн ого  следует
Теорем а 2. Д л я  того чтобы особая  точка  системы (1) бы ла  изохрон­

ным центром, достаточно, чтобы особая  точка  соответствую щ ей ей си­
стемы с постоянными коэф ф и ц и ен там и  (3) бы ла  изохронным центром.. 

Н и ж е  будем р а ссм атр и в ать  частны е случаи системы (1). Пусть

A - i j i f )  ~  B i j ( t )  = 0 ,  i  -j- /  =  3 . (9)

И з  теоремы об изохронности ц ен тра  О (0, 0) системы с нелинейностями
второй степени [3] теорем ы  1 и теорем ы  2 следует

Теорем а 3. Д л я  того чтобы система (1) при условиях  (9) имела 
в н ач але  координ ат  изохронны й центр, достаточно сущ ествования по­
стоянных (Зг, (1 =  0, 9) таких , что A i j ( t ) ,  В ц Ц )  представимы  в виде (4),. 
(5) и вы полнения хотя бы одной из четырех серий условий:

1. Pi =  р2 =  Рз =  Рб =  Р7 =  Рэ ~  P i =  Рв 4“ р5 =  р0 —  1 = 0 ,

2. Pi =  Рз =  Рз =  Р4 =  Ps =  Рб =  Р7 =  ро —  1 = 0 ,

3. Pi =  Р2= Р з  =  Ро —  1 = 3 р 9 —  7|34= З р 8 4- 7р5= р ?  4- Р?Рб 4г.Pi —  ЗР6Р4 =  

=  Ре +  Р?Рб 4- ЗР5Р4 —  Рг =  0,
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4- Pi =  Рг =  Рз =  Ро '— 1 =  Ря — 1ЗР4 =  Ps +  1ЗР5 Р? +  PtPg —• 2 7 Ps 
+  81 р5р  ̂ =  P i +  Р?рв +  27р| —  81р1р4 =  О.

П усть A i j ( t )  =  B i j ( t )  = 0 ,  i +  j  =  2. (10)
И з  теоремы об изохронности цен тра  О (0, 0) системы с нелинейностями 
третьей степени [3], теорем 1 и 2 следует

Теорем а 4. Д л я  того чтобы система (1) при выполнении условия (10) 
им ела в н ач але  координат  изохронный центр, достаточно сущ ествования 
постоянных (Зг- (I =  0, 3, i =  10, 17 таких, что Д гД О , ВгДО п ред ста­
вимы в виде (4), (6) и выполнения хотя бы одной из трех серий условий:

1. Pi =  Рг =  Рз =  Ро —  1 =  Рю =  Pl2 =  Р15 =  Pl6 +  Р 17 =

=  Pi3 4" ЗРи =  4(3i6 Зри  =  0.

2. Pi =  Рг =  Рз =  Ро — 1 =  Рю =  Р12 =  Рю =  Рю +  Р17 =
=  Рп =  2Pi6 -f- Pi4 =  0,

3. Pi =  Р2 =  Рз — Р о  1 = P l2  +  3 P io = P l6  +  P l7 = P l3  +  6 P n  =  5Ple +  3Pi4 =

=  4P 1 4 +  25 (4Р?! -  16p?o -  Р?б) =  4pi 3p 1 6 -  P 1 0P 1 3  -  16Piep13Pio =  0.
Д л я  нетривиальной системы нелинейных колебаний

=  У, 4 т  =  х  +  Заху  +  а2х 3

м ож но получить, пользуясь теорем ам и  1 и 2, соответствующую систему 
с периодическими коэфф ициентам и вида (1), н ачало  координат которой 
явл яется  изохронным центром. Эта  система имеет вид

=  — 2т) +  a (cos t — cos 30  g2 - f  a (sin t — sin 3 0  £p —

  у  a (cos t — cos 30  P2  у  a 2 (2 sin 21 +  sin 4 0  £3 —

 jj- a 2 (1 — cos 4 0  £2P  у  a 2 (2 sin 21 — sin 40  £p2 —

 у  «2 ( 3 — 4 cos 21 -f- cos 40  P 3,

=  2 g  у  a (sin t -f- sin 3 0  £2 +  ~ y  a (cos  ̂+  cos 3 0  £P +

+  ~  a (sin t +  sin 3 0  P2 +  - y  a 2 (3 +  4 cos 21 +  cos 40  £3 +

+  a2 (2 sin 21 +  sin 40  £2P +  - y  a2 (1 — cos 4 0  £p2 +

+  - | й 2 (2 s i n 21 — s i n 4 0  p 3-

В оспользовавш ись  р езультатам и  [4, 5], теорем ам и  1 и 2, м ож но вы де­
лить  еще одну изохронную систему с периодическими коэффициентами:

=  _  2р — - у  (an  sin t  — 6n  cos t) I 2 +  (6U sin t +  a n  cos t ) g p +

+  \  («11 sin t — cos 0  P2  у  («21 sin 21 +  a I2 cos 2t) I 3 — (a 12 sin 21 —

— a21 cos 2 0  g2p +  («21 sin 2£ +  «12cos 2 0  | p 2 +  - y  (a12 sin 21 — a21 cos 2 0  p 3,

=  2 g  y  (bu  sin t +  a u  cos t) g2 — (an  sin t — 6n  cos t) gp +

+  ~ y  (Ьц  sin t +  й ц  cos 0  P 2 +  - y  («12 sin 21 — a21 cos 2t) g3 —

— (a2i sin 21 a 12 cos 2t) g2p — (a12 sin 21 — a21 cos 2t) gp2 +

+  - y  («21 sin 21 - f  a 12 cos 2t ) p 3, 

где йц, bn,  « 12, «21 — лю бы е действительны е числа.
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П. А. ВАКУЛ ЬЧ И К

О СХОДИМОСТИ ПОЛНОСТЬЮ К О Н С Е Р В А Т И В Н Ы Х  
Р А З Н О С Т Н Ы Х  СХЕМ И МЕТОДА НЬЮТОНА ИХ Р Е А Л И З А Ц И И  

Д Л Я  СИС ТЕМ Ы У Р А В Н Е Н И Й  ГАЗОВОЙ Д И Н А М И К И

Р ассм отри м  систему уравнений газовой д инам ики  в случае  а д и а б а ­
тического течения га за  [1, 2]

dv др д (  \ \  dv д (  , v2 \  д , , , . ,
И Г  ~  д Г ’ “ д Г Г р /  Ш~' ~2~) ~~ М

где t — врем я; s  — л а г р а н ж е в а  м ассовая  координ ата ;  р — плотность сре­
ды; v — скорость; р  — д авлен ие;  г  — внутренняя  энергия. П усть при 
t  =  0 за д ан ы  н ачальн ы е  условия

w(s, 0) = u 0(s ) ,  p ( s ,  0) =  p 0( s ) ,  p (s ,  0) =  po(s), e ( s ,  0) =  e0 (s ) ,

(2)
а при s  =  0 и s =  /И — граничны е условия  вида  [3].

u(0, t) =  v * ( t ) ,  p ( M ,  t)  =  p* ( t ) , 0 < t s ^ t 0. (3)
Б уд ем  т а к ж е  п редполагать , что решение за д ач и  (1) — (3) в П =
=  {0 s М,  0 ^  t  ^  4} существует, единственно и явл яется  д о ста ­
точно гладким .

З а д а ч а ,  ан ал о ги ч н ая  (1 ) — (3) в случае изотермического течения 
идеального  газа ,  р а с с м ат р и в а л а с ь  ранее  в [4, 5], где на целочисленном 
ш аблон е  исследуется  сходимость разностны х схем типа  Л а к с а  — Венд- 
р оф ф а  [6, 7], а т а к ж е  м етода  Н ью тона их реали зац и и . Эти исследования 
продолж им  здесь д л я  случая  ади абатического  течения, при этом, не 
огран и чи вая  общности исследования, будем п редполагать , что газ  и д еа ­
лен с уравнени ем  состояния е =  р£/'(у — 1), где £ =  у >  1 — постоян­
ная величина.

Н а  равном ерной сетке узлов  ш/1Т [3] рассм отрим  полностью кон серва­
тивную разностную  схему типа Л а к с а  •— В ен д р о ф ф а

Щ +  р[°'Ъ) =  0, l t -  v<°’5) =  0, st +  р(о.5)у (°-5> =  О, е,. о =  - р (о°-% , о, (4) 
которая  апп роксим ирует  исходную систему (1) с погрешностью 

О (h2 +  т2). Здесь f  =  0,5 ( /  ( +  1) +  / ) ,  =  0,5 (f +  / ) ,  ё  =  Д и с­
персионные свойства разностной  схемы (4) изучены в работе  [8]. Р а з ­
ностные схемы реш ения зад ач и  (1) — (3),  отличные от (4), предлож ены  
в [9]. З десь  ж е  получены оценки погреш ности в норме Ь2. В [10] иссле­
дуется  сходимость разностны х схем в случае  идеального  г а з а  при н а л и ­
чии слабого  р а зр ы в а  в решении. Д л я  погреш ности разностной схемы 
в этой рабо те  получены априорны е оценки в сеточных норм ах  Ь 2 и С. 
Будем  исследовать  сходимость разностной  схемы (4) в сеточной норме 
Z.2 -f- W 2. Р ассм отри м  ее погрешность. С этой целью  обозначим через х,
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