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О В Ы Ч И С Л Е Н И И  К РИ Т И ЧЕ С К И Х  д л и н  
Д Л Я  Л И Н Е Й Н Ы Х  Г Р А Н И Ч Н Ы Х  ЗАДАЧ

Зд есь  предлагается  новый подход к решению важ н ой  зад ач и  о в ы 
числении критических длин д л я  линейных граничных задач .

Пусть за д а н а  линей ная  гран и чн ая  з а д а ч а  д л я  системы о. д. у. первого 
порядка

где О ^ ^ ^ х  и х > 0 — п р ав ая  п од ви ж н ая  граница отрезка  интегриро
вания.

О бозначим  через z ( t )  ф ун дам ен тальн ую  м атрицу д л я  системы у р а в 
нений (1). Л егко  показать , что з а д а ч а  (1) ,  (2) имеет единственное р е 
ш ение д л я  V х > 0 ,  если вы полняется  условие

D  (х) =  «1 (212 (*) 02+222 (х)  |32) —Pi (2ц  (х)  Ct2+ Z 2l (х) р2) Ф  О, (3)

где Z i j ( x ) —  элементы  м атрицы  z ( x ) .  М ин им альное  полож ительное  число 
х*, удовлетворяю щ ее условию £ > ( х ) = 0 , н азы вается  критической длиной 
граничной зад ач и  (1) ,  (2). Д р у ги е  значения  х > х * ,  удовлетворяю щ ие 
условию  D { x ) — 0, н азы ваю тся  псевдокритическими дли н ам и  граничной 
зад ач и  ( 1) ,  (2 ).

Мы будем предполагать , что множ ество  таких длин существует. Это

анали ти ч еская ,  в частности, когда  A  (z)  = const.  Д а л е е  д л я  определения 
критических  длин целесообразн о  полож ить f i ( t ) = f 2( t ) =  0 , у 1 =  у2= 0.

Сущ ествую щ ие вы числительны е методики [1— 3] решения р ассм атр и 
в аем ой  зад ач и  не могут быть признаны  удовлетворительны м и ни по н а 
деж ности , ни по точности результатов . Это в основном объясн яется  тем, 
что почти во всех вы числительны х процедурах  критическая  дли н а  опре
д ел яется  к а к  точка, в которой построенное специальны м образом  реш е
ние уравнени я  Р и к кати  терпит разры в  первого рода. П оэтому понятны 
трудности  при определении х*  и тем более при вычислении псевдокри- 
тических длин.

В р азр або тан н о м  авторам и  алгоритме у равнени я  Р и к к ати  вообще не 
использую тся, а переф орм ули ровка  граничной зад ач и  в виде зад ач  Коши 
вы полняется  с помощ ью  ортогон альны х п реобразований  [4], что, соб
ственно, и обеспечивает хорош ие вычислительны е свойства метода, в ы 
ч и сли тельн ая  схема которого состоит в следую щем.

|  У\ =  « 1 1  (t) Hi +  « 1 2  (t ) у2 +  h  (f).
( У2 =  «21 (О У1 +  «22 (О У2 +  f% (0 . 

а \У\  ( 0 )  +  Р 1У2 ( 0 )  =  Yi> о ?  +  P i  =  1* 

а 2М (*) +  Р2У2 (*) =  Y*. «2 +  Рг =  ] >

( 1 )

(2)

б удет  иметь место, например, в случае, когда  м атри ц а  A ( z )  =  { а ц ( г ) ) f
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1. Д л я  t > 0 находится  реш ение зад ач и  Коши 0 ' + [ а н ( £ ) — ,а22( 0 ]  X 
X s i n  0  cos 0 + a 2i (O c o s 2 0 —a 12( 0 s i n 2 0  =  0, s i n © ( 0 ) = a b c o s 0 ( O ) = | +  
Т аки м  образом , оп ределяется  функция 0 ( / )  д л я  / > 0 .

2. В ы числяется  наименьш ее полож ительное  решение численного 
уравн ен и я

Д (х ) = 0 , (4)

где А (х ) =  а 2 cos 0  (х) — |32 s in  0  ( х ) .
В условиях з а д ач и  уравнени е  (4) удобно реш ать  по методу секущих, 

тем  сам ы м  м ож ет  быть определено х*  и псевдокритические длины.
3. Н аходи тся  ф ункция u ( t )  д л я  ^ > 0  к а к  решение зад ач и  Коши 

и '  =  Ьц ( t ) u - \ - Ci ( t ) , и{  0) = у ь  Если f i ( t ) =  0 и yi =  0, то u ( t ) =  0.
4. О пределяется  нетривиальное  решение системы уравнени й  

s in  0 ( x ) # i ( x ) + c o s  0 (x )z /2(x) = 0 ,  а 2г/1 ( х ) + р 2г/2 (х) = 0 .  Н айденны е зн ач е 
ния t j i {x) ,  г/2 (х) нормируются, например, по правилу |y i (x )  | +  |у 2(х) | =  1 
и вы чи сляется  значение

v ( x )  =  cos 0 ( x ) y i ( x ) —sin  0 (x) г/2( х ) . (5)

5. В ы числяется  функция i>(/) на отрезке  О ^ ^ х  к а к  решение з а 
д ач и  Кош и д л я  у равнени я  v ' = b 2i ( t )  u-\-b2i{ t )  и + с 2(/) с н а ч а л ь ным у сл о 
вием (5). Ф орм улы  д л я  вы числения b{j(t)  и й ( / ) ,  i, / =  1, 2 даны  
в [5, § 6.5].

К ритическое и псевдокритические реш ения граничной зад ач и  (1),  (2) 
м ож н о  вычислить по правилу: y i ( t )  = v ( t ) c o s  ® ( t ) ,  y z { t ) = — v ( t )  s i n ®  ( t) .

В заклю чени е  рассмотрим за д ач у  расчета  критической нагрузки  к о 
лонны с ш арн ирны м  концом, на которую действует  сила Р: у " (t) +

Р
+  к у  (0  =  0 , t >  0 , у  (0) =  0 , у  (х) =  0 , где к  =  -^j-; /  — момент инер
ции; Е  — модуль Ю нга; t —  осевая  координ ата ;  х — д ли н а  колонны. 
П о л а гае м  к  =  я 2. Требуется  определить критическую  длину х * колонны 
и несколько псевдокритических длин.

В этом случае з а д а ч а  К ош и д л я  определения функции 0  (х) имеет вид

0 ' (0  =  1 +  ( я 2 — 1) cos2 0 (0 , * > 0 , 0 (0) =  (6)

У равнение (4) имеет простой вид: Д (х )  =  cos 0 ( х )  =  0.

Очевидно, что при 0  (х) =  - у -  +  я  достигается критическая длина х*

колонны, а при 0  (х) =  + £ л ,  k = 2 ,  3, . . . ,  получаются другие псевдо

критические длины. Таким образом, при численном решении задачи (6) 
остается только следить, при каких значениях х функция 0  (х) достигает
своих критических величин +  kn ,  и уточнять эти значения по мето
д у  секущих или выполняя обратное интерполирование, например, по трем 
соседним значениям 0  (х), ближайшим к +  kn .

Отметим, что и в общем случае, когда a 2 +  |32 =  1, критические зн а
чения функции 0  (х) определяются столь ж е  просто: 0  (х) =  ( k  -j— —-

■— a rc c o sa 2, k = \ ,  2 ,  . . . .

В табли ц е  дан ы  результаты  численного реш ения зад ач и  расчета  к р и 
тической н агрузки  колонны, в частности, в третьем  столбце приведены 
кри ти ческ ая  и две псевдокритические длины  колонны.

Точные значения  критической длины  и псевдокритических длин 
известны [1]: 1 и 2,3 и т. д. соответственно. С равнение этих значений 
с полученными по п р ед л агаем о м у  методу и приведенными в табли ц е  сви
детельствует  о высокой точности метода.
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*k е у Л) X*

0 ,9 9 .470238583775 1

1 ,00 .471238879537 1 1,000000989

1,01 .472239175266 1

1,99 .784397830621 1

2 ,0 0 .785398126399 1 2,000001743

2,01 .786398422111 1

2 ,9 9 .109855707734 2

3 ,00 .109955737313 2 3,000002913

3,01 .110055766882 2

З а д а ч а  (1), (2) м ож ет  быть обобщ ена на случай систем п  линей
ных о. д. у. первого порядка  и д л я  нее по аналогии м ож ет  быть разви та  
р а с с м ат р и в а е м а я  здесь методика, д л я  чего мож но воспользоваться  р е 
зу л ь та та м и  работы  [4].
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В. А . П Р О К А Ш Е В А

О Д Н О Р О Д Н Ы Е  СИСТЕМ Ы ПЕРВОГО П О Р Я Д К А  
БЕЗ П О Д В И Ж Н Ы Х  КРИ Т И Ч Е С К И Х  ТОЧЕК (п. к. т.)

(случай Л 0 =  0)

В работе  [I] изучался  вопрос отсутствия п. к. т. в реш ениях системы

а0и ' +  ayii 'v'  +  a2v ' -f- а3и2 +  +  a5v2 =  0 ,

Ь0и ,2л \ -  b y u 'v '  +  boV ,2 +  b3u 2 +  biUV  +  b5v 2 =  0 ,
(1)

где ak =  ah (z ) ,  bh =  bh ( z ) ,  k =  0, 1, 2, 3, 4, 5.
С помощ ью п реобразования  u =  v - w  д ан н а я  система приведена 

к  уравнению

А 0 (2, w) w ,6 +  А г (2, w) w ri +  А 2 (г, w ) w ' 2 +  А 3 (2, w ) =  0. (2)
Д л я  уравн ен и я  (.2) получены [1] необходимые и достаточные условия 

отсутствия п. к. т. д л я  случая Л)=И=0.
В данной работе  изучается  случай  А 0 =  0, т. е. случай, ко гд а  (2) при

мет следую щ ий вид:
А х (г, w ) w ri +  А 2 (г, w ) w ,2 - М з  {г, w)  =  0, (3)

П оскольку [1], А 0 — а0
( О 

■

Сг
*

о

2
а о a y  by \

« о !
cl2 bo а х by ci.y bo )=  0 ,
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