
личением скорости диф ф узи и и времени ж и зни  мигрирую щих из ядра  
первичных Р Д  (вакансий, м еж доузельны х атом ов),  т. е. с увеличением 
длины  их пробега. В тянутом кремнии это обусловлено, в первую оче­
редь, увеличением  длины  пробега  вакансий, которы е образую т с атом ам и  
к и слород а  и ассоциац иям и  CsOj соответственно Л-центры и комплексы 
C O V 2, ф орм ирую щ ие периферийную  часть О С Д . В зонных кристаллах: 
в о зр астан и е  р азм ер о в  периферийной части определяется  увеличением 
д ли ны  пробега  к а к  вакан си й , т а к  и м еж доузельны х  атомов кремния. 
З а  счет вакан си й  здесь  происходит ф орм ирование Е-, Л-центров, а за  
счет м еж доузельн ы х  атомов — комплексов C jC s. Зам ети м , что т а к  как  
последние Р Д  о бразую тся  в д в а  э т а п а  (через м етастаби льны й в « -кр ем ­
нии при этих тем п ер ату р ах  м еж доузельны й углерод  С г), то увеличение 
разм ер о в  периферийной, части О С Д  с ростом Г 0б л  м ож ет  быть связано 
т а к ж е  с возрастан и ем  длины  пробега  С,. Н езависим ость  от Т0бЛ р а зм е ­
ров я д р а  О С Д  объ ясн яется  тем, что доминирую щ ие деф екты  я д р а  (ди­
вакан си и) создаю тся  при облучении протонами в основном к а к  первич­
ные Р Д .

С ледует отметить, что полученные в работе  значения  разм еров  о б р а ­
зую щ ихся  при облучении протонам и О С Д  могут быть несколько з а в ы ­
шены, а плотность деф ектов  в них соответственно зан и ж ен а .  Это св я ­
зан о  с тем, что спектр энергий остаточных ядер, создаваем ы х  вы соко­
энергетическими протонами, достаточно ш ирок и простирается  до з н а ­
чений в несколько десятков  М эВ. П ри таки х  эн ерги ях  остаточных ядер 
первичный к а с к а д  смещений м ож ет  состоять из нескольких подкаскадов  
и з-за  кан али р о в ан и я  вторичных атомов отдачи [6]. Такое  допущ ение 
п од тверж дается  резу л ьтатам и  выполненных нами электронно-м икроско­
пических исследований облученных протонами образцов, которые п о к а ­
зали , что О С Д  в этом случае р асп о л агаю тся  «цепочками» вдоль  пло­
скостных кан ало в  в реш етке крем ния, т. е. действительно образую тся  на 
месте подкаскадов . Учет к ан али р о в ан и я  в расчетах  г и N*  м ож ет  быть 
произведен простой зам ен ой  в (4 ) ,  (5) т}с на /г)с, где / — число под­
к аскадов .
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М . П А Т Е К , А. П. Х А П А Л Ю К

О Т К Р Ы Т Ы Й  ОПТИ ЧЕ СК ИЙ  РЕЗ ОНА ТОР ,  
У С Л О Ж Н Е Н Н Ы Й  ФОКУ СИРУЮ Щ ИМ И ЭЛЕМЕНТАМИ

П ар ам етр ы , оп ределяю щ и е пространственную  структуру поля и злу ­
чения лазеров , м ож н о  рассчи ты вать  в параболическом  приближ ении 
с помощью понятия экви вален тн ы х  резонаторов  (Э Р )  [1]. В настоящ ее 
вр ем я  применяю тся сл о ж н ы е резонаторы  с больш им числом линз и д р у ­
гих ф окусирую щ их или деф окуси рую щ их элементов, д л я  описания кото­
ры х необходимо больш ое число п арам етров . Таки е  услож ненны е резо н а ­
торы со специально п одобран ны м и п а р а м е тр ам и  могут т а к ж е  о казаться
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хорош ей м оделью  реальны х резонаторов, заполненны х неоднородной, 
в частности продольно неоднородной, активной средой. Естественно, их 
полный прям ой  расчет  является  очень громоздкой и трудно обозримой 
проблемой. Ц ел ь  данной работы  показать , что расчет  резонаторов можно 
сущ ественно упростить с помощью понятия системы ЭР.

Д л я  осущ ествления этой цели достаточно рассмотреть двумерный 
случай с поперечной декартовой  координатой х  и продольной 2. П редп о­
лож им, что м еж д у  выходными зе р к а л а м и  резон атора  располож ено т —2 
( т ^ - 2 )  ли н з  (см. рисунок). В параболическом  приближ ении их п ер ед а­
точные функции M j (х)  могут быть запи сан ы  в виде

ikNx2M j  (х) =  М 0] exp
2/у

j =  1, 2 , т , ( 1)

где M 0j — постоянные числа; N  — п о к азател ь  преломления среды; — 
фокусное расстояние линзы; k = 2я/л  —  волновое число в вакууме. П од 
передаточны м и функциями (1) с индексам и / = 1  и j = m  по д р азу м е­
ваю тся  коэфф ициенты  о тр аж ен и я  первого и соответственно второго 
зер к ал  (см. рисунок).

М ,  ( х ) : : # 1  (X) =  Я„1 ехР ( - Т ^ - )  ’ М т ( * )  =  (X) =  Rom ехР
ikNx* 

9 т

(2)
где pi =  2/i и pm =  2 fm — радиусы кривизны зеркал .

В н аш ей  зад ач е  можно ограничиться  основной (гауссовой) модой 
и электрическое поле ее м еж д у  линзам и  искать  в виде суммы двух  с про­
тивополож ны м и
пучков

нап равлен и ям и  распространения  простых гауссовых

Е “ (х, г) =

Щ  (х, г) =

А ;ё,—ikN z

V  knwja ■ ■ г (г — lj a )
■ exp kN

knw% — 1 (г — lja),

(3)
B .eikN z

-exp kN
knw2jb -j- i (z ■ lib)V  knwjb +  i ( z — ljb)

где wj  — радиусы  пучков в локусе (ш ей ке);  /,• —  координаты  локуса  на 
оси z; A j  и В \ — амплитудные множ ители; п  =  Re N  — действительная 
часть комплексного п о к азател я  прелом ления; индексом а  обозначаю тся 
п арам етры  пучка, р аспространяю щ егося  вдоль  полож ительного  н а п р ав ­
ления оси 2 , индексом b — в обратном  направлении.

В (3) все парам етры  пучков — неизвестные величины. Определение 
этих п ар ам етр о в  — необходимое и ф орм альн о  достаточное условие р е ­
шения проблемы. Всего имеется  2 т — 2  пучков, д л я  каж до го  из которых 
необходимо определить 4 действительны х п а р а м е т р а  и общую д л я  всех
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их частоту и порог генерации. Все они являю тся  функциями п арам етров  
резонатора , которы е считаю тся задан ны м и. В общем случае  исполь­
зу е м а я  здесь модель допускает  5m-j-2 п арам етров  резонатора: ком п лекс­
ное значение М од fj,  N  и действительное значение г,. В результате  необ­
ходимо найти 8 т — 6 функции ( 5 т + 2 )  п арам етров . С увеличением т  
число функций п арам етров  р езон атора  быстро возрастает ,  и з а д ач а  их 
определен ия  д а ж е  при сравнительно м алом  т  становится  слож ной и гро­
моздкой.

Д л я  реш ения  зад ач и  ф актически имею тся только условия со гл асо ва ­
ния полей на  л и н зах  и выходных з е р к а л а х

Щ  ( х ,  z j )  =  M j  ( х )  £ • _ ,  { х ,  z j ) ,  £ •_ !  (х, Z j)  =  M j  (х) Е) ( х ,  Z j ) ,

(4)

E l  {х, 2Х) =  R x (х) El  (х, zx), E bm- i  {х, z j  =  R m (х) Е ат- Х (х, z j .

Система 2 т — 2 уравнений (4) д о л ж н а  вы полняться  тож дественно 
относительно х. Поэтому, п од ставляя  в ы р аж ен и я  (3) в (4), необходимо 
в ка ж д о м  из равенств  по отдельности п ри равн ять  в экспонентах к о э ф ­
фициенты при х2. В результате  получается  вторая  система из 2 т — 2 
уравнений. Всего получаем  4 т —4 ком плексны х уравнений, которых 
достаточно д л я  определения 8 т — 8 действительны х искомых п а р а м е т ­
ров поля (3). Д в а  п а р а м е т р а  остаю тся  неопределенными: интенсивность 
и н а ч а л ь н а я  ф а з а  поля (известный р езультат  д л я  линейной оптики). 
Н еизвестны е п ар ам етр ы  в обеих системах частично разделяю тся , и их 
м ож н о  реш ать  по отдельности.

С н ач ал а  нуж но реш ить вторую систему уравнений. Она не содерж ит 
искомых ам плитудны х п арам етров  поля  и поэтому реш ается  независимо 
от первой. Эта система уравнений д а е т  возм ож н ость  определить р ад и у ­
сы (w)  и полож ен ия локусов (/) генерируемы х пучков. О сновная цель 
данной  работы  — р а зр а б о т к а  методов ее решения.

Систему 2 т — 2 уравнений, ко то р ая  получается  непосредственно 
из (4), вы писы вать здесь  не будем. О к азы вается ,  что после неслож ны х 
и довольно  очевидных преобразован и й  ее мож но значительно упростить. 
Д л я  определения ради уса  и п олож ен ия  локуса  пучка в к аж до м  /-ом 
у частке  м еж д у  ли н зам и  м ож н о зап и сать  п ару  уравнений:

1 1 2

I j a  —  i k n w f a —  Z y  —  lJ b  —  ik n W j b +  z x j  P v  

1 1
(5)

lj a  -  i k n w 2j a  -  z m j + l  - l j b  —  i k n w ) b +  z m i + x  P m j + 1 ‘

В ходящ ие сюда п ар ам етр ы  z lx и pij оп ределяю тся  из независимых 
м еж д у  собой систем рекуррен тн ы х уравнений:

_ f s ( z l s _ t - z s ) f s ( z l s _ i  + P i s_ i ~ Z s )

Is —  z s ~ r  f _1_ -у _  ^ » z ls ~  Pis  —  z s I •
f s  +  Z x ^ - Z , ’ 18 s '• f s +  zls_! -f- pls_! z s  ’

s =  2 , . . . ,  /, (6)

а  п ар ам етр ы  zmj+i и pm.i+i определяю тся  из другой  независимой ан ал о ­
гичной системы рекуррентны х уравнений:

f s ( z m s + l ~ z s )  ^   _  . f s ( Z m s + l Pms+1 z s )
: Pms z s _Гf s - z ms+l+ Z s ' . fs_ Zms+l+Pms+i+Zs  -

s — m — l,  . . . , / +  1. (7)

Т ем  самым исходная  система 2 m — 2 связан н ы х  м еж д у  собой уравнений 
р а с п а д ае т с я  на  незави си м ы е группы более простых уравнений.

П о своей структуре (5) яв л яю тся  уравн ен и ям и  д л я  определения по­
л о ж е н и я  локусов и ради усов  пучков в простом (без линзы) резон ато ­
ре [2]. П олож ени е  первого (левого) з е р к а л а  этого резонатора  на оси z
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определяется  парам етром  ztj, а второго (правого) — zmj+\. Ради усы  кр и ­
визны этих зе р к а л  равны  pij и pmj+i соответственно. Этот резонатор и бу­
д ет  /-ым Э Р . Д л я  к аж д о го  /, т. е. к а ж д о м у  пром еж утку м еж ду  реальны м и 
л инзам и  исходного резонатора, м ож но сопоставить свой простой Э Р. 
Р е а л ь н ы е  п ар ам етр ы  пучков в этом пром еж утке  находятся  из у р а в н е ­
ний (5) и оп ределяю тся  по известным ф орм улам  [2]:

и 2 , V dj (Р1У — d;) (Pm/+1 ~ dP (Pl/ + Pmj'+l ~ dj) ~ idj (Pv"~ dj) ,
ia > Uja~ Ply + Prnj+l — 2d/

+  iZmj+l, (8)

]/dj (ply — Ф) (Pm/+1 — rf/) (Pv + Pm/+1 ~ dj) — г'Ф (Pm/+1 ~ dj)
ktVUU jh 11 ju   j n j

7 Jb Plj +  P m j + l ~ 2dj

—  i z i j ,

где dj=Zmj+i— Zij — д ли н а  ЭР. В общем случае она м ож ет  оказаться  
отрицательной  ( Z i j > z mj+i) , но форм улы  (8) при этом останутся  с п р а ­
ведливыми. Ф орм улы  (8 ) остаю тся справедли вы м и в случаях  ком плекс­
ных п ар ам етр о в  (dj, и pmj+i) Э Р . Естественно, радиусы пучков ш /  
об язател ьн о  до лж н ы  быть полож ительны ми величинами. Это требование 
мож но н а зв а т ь  условием устойчивости резонатора . Оно, в частности, 
оп ределяет  выбор зн а к а  корня в (8) . Если п ар ам етр ы  Э Р  комплексные 
величины, область  устойчивости будет большей, чем д л я  соответствую щ е­
го Э Р  с действительны м и парам етрам и . П оэтом у введение в обычный р е ­
зонатор  гауссовой д и аф р агм ы  м о ж ет  значительно расш ирить область  его 
устойчивости. Она однозначно оп ределяется  из формул (8 ).

Д л я  Э Р  с действительны ми п а р а м е тр ам и  действительны е и мнимые 
части в (8 ) легко разд ел яю тся  и получаю тся следую щ ие формулы:

2 _ 2   V dj (Pij — dj) — dj) (pv- -f pm/-+i — dj)
W,a ~ W‘b ~~ (kn) (p1;- + pm/+1 — 2dj)

, , _ „ , dj(pmi+l—dj) ___ dj (py — dj)
ha hb Z1 j  “Г - . _L _  1

(9)

Pi/' + P/n/'+l — 2dJ m‘ PV + Pmj+1 — 2dj
И з форм ул  (9) вы текает  условие устойчивости ЭР:

dj (pij dj) (pmj+i dj) (pij-Epmj+i dj) !>0, (19)
что равносильн о  известному из л и тературы  [2, 4].

П а р а м е тр ы  зе р к а л  Э Р  определяю тся  по ф орм улам  (6) — (7). Все че­
ты ре  уравн ен и я  в (6 ) — (7) независимы и имею т совершенно одинаковую  
м атем атическую  структуру, поэтому их решение мож но найти одним 
и тем ж е  методом. В качестве  конкретного п ри м ера  рассмотрим решение 
уравнени й  (6). Д л я  этого введем обозначения:

Qs =  /s +  /s-и — (Zs-H — zs)> P s =  f "1Sl ! S+1+/ S++ f  <U >I zls +  Pis —  2S+1 “Г l s + 1.
где верхняя  строка определяет  P s д ля  первого, а ни ж н яя  — д л я  второго 
уравнени я  в (6), при этом обе ф ормулы  зап и сы ваю тся  одинаково в виде 
удобной д л я  исследования ценной дроби:

f2 f2'S r\ 'S
Ps =  Qs —  -тД—  =  QEs_ , ^  fi -l

=  Qs
f.

<3s- i

2
s

/s—1

Qs—2 ---- f2
'2 ( 12)
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Все величины, в правой  части (12) в ы р а ж а ю тс я  через п арам етры  
резонатора . И ском ы е п арам етры  Э Р  (zi„ и pis) входят в P s, причем н а ­
чальное значение Р i определяется  п а р а м е т р ам и  исходного резонатора. 
Ф о р м у л а  (12) удобна к а к  д л я  аналитических, т а к  и д ля  численных р а с ­
четов. О на м ож ет  быть использована д л я  реш ения обратной зад ач и  опре­
д елен и я  п ар ам етр о в  исходного р езо н ато р а  по зад ан н ы м  п ар ам етр ам  Э Р  
или в соответствии с ф орм улам и  (8 ) по зад ан н ы м  п ар ам етр ам  генери­
руемых пучков.

Р ассм отри м  теперь физический смысл формул (6 ) — (7) и (12). 
Н етрудно  убедиться , что к а ж д а я  из формул этой системы фактически 
яв л яется  формулой Г аусса  из геометрической оптики д л я  определения 
и зо б р а ж е н и я  в линзе [3]. З е р к а л а  реального, т а к ж е  к а к  и эффективного 
резон атора  оп ределяю тся  на оси z  д вум я  точками: полож ением  (zis) 
и полож ен ием  центра  кривизны  (zis+ p i s). Эти точки в соответствии 
с терминологией  гауссовой оптики м ож но н азв ать  кардинальны м и. 
О тсю да следует, что величина Pi  определяет  кар д и н ал ьн ы е  точки пер ­
вого з е р к а л а  реального  резонатора . О дноврем енно это зер к ал о  является  
первым зер кал о м  первого Э Р. Величина Р 2 определяет  кардин альн ы е  
точки первого зе р к а л а  второго Э Р . Эти точки, вычисленные по ф орм у­
л а м  (6 ), совпадаю т с и зо б р аж ен и ям и  кар д и н ал ь н ы х  точек реального 
з е р к а л а  в первой линзе  в соответствии с п р ави лам и  геометрической 
(гауссовой) оптики и т. д. П оэтом у вы численные по формуле (6 ) 
или ( 12) величины P s определяю т к ар д и н ал ьн ы е  точки первого з е р к а л а  
д-го ЭР. Эти точки являю тся  и зо б р аж ен и ям и  кар д и н ал ьн ы х  точек пер ­
вого з е р к а л а  предш ествую щ их Э Р  в линзах , располож ен ны х м еж д у  з е р ­
к а л а м и  этих Э Р . С ледовательно, д л я  определен ия  карди н альн ы х  точек 
Э Р  м ож но воспользоваться  известными из геометрической оптики г р а ­
фическими м етодам и построения и зоб раж ен и й  в ли н зах  [3]. Реш ение 
системы (6 ) мож но интерпретировать  к а к  определение и зображ ен и я  
к ар д и н ал ьн ы х  точек первого з е р к а л а  реального  р езонатора  (P i)  в пер­
вой линзе  (Рг) ,  затем  в первых двух л и н зах  (Рз) и т. д.

С оверш енно аналогично р еш ается  и ф изически интерпретируется 
система уравнени й  (7 ) .  И з  нее определяю тся  кар д и н ал ьн ы е  точки вто ­
рого зе р к а л а  тех ж е  Э Р . Расчет , к а к  нетрудно видеть, ведется в противо­
полож ном  нап равлени и , н ач и н ая  со второго выходного з е р к а л а  исход­
ного резонатора . Ф орм улы  (7) легко при водятся  к виду (12).

Н а  этом ф актически  зак ан чи вается  решение второй системы у р а в н е ­
ний. С ущ ественное упрощ ение реш ения достигнуто здесь за  счет зам ены  
ее другой вспом огательной  системой. И сх о д н ая  з а д а ч а  зам ен ен а  зн а ч и ­
тельно более простой, физически более н аглядн ой  и привычной задачей  
определения  п арам етров  Э Р  и тем сам ы м  свелась  к  изучению про­
стых Э Р , многие свойства которы х в настоящ ее  врем я известны [4]. 
И сходны е искомы е величины вы чи сляю тся  по стандартной  ф орм уле (8 ) 
через п ар ам етр ы  ЭР.

Т аки м  образом , исследование пространственной структуры лазерны х  
лучей и св язан н ы е  с этим  проблем ы  (ш ирина пучка, его расходимость, 
устойчивость и т. д.) могут реш аться  независим о от условий генерации 
(порога, частоты, интенсивности и т. д .) .  Этот р езу л ьтат  мож но р а с с м ат ­
ривать  к а к  теоретическую  основу применения геометрооптических п ред ­
ставлени й  д л я  реш ения  некоторых з а д а ч  лазер н о й  оптики.
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