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В. X. К О В А Ч  ЕВ

О П Р И В Е Д Е Н И И  Н ЕК ОТ ОРЫХ  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Й  С Р А Ц И О Н А Л Ь Н О Й  

ПР АВОЙ ЧАСТЬЮ К «ТР ЕУГОЛЬНОМУ» В И Д У  
ПРИ ПОМОЩИ Б И Л И Н Е Й Н О Г О  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я

В работе  [1] рассмотрено невы рож денное билинейное преобразование 
a x u -\-b x v -\-c y u -\-d y v  =  h, A xu -\-B xv -{ -C yu -\-D yv  =  H,  (1)

или х =  (у н + б п )  : R ( u, v ), z/ =  (сш + |3и) : R( u ,  v ) ,  где R ( u ,  v) ='E>u2Jr \\uv-\- 
- K ^ 2, l =[ a ,  c], r\=[a, d \+ [b , с], l  =  [b, d\, a = [ a , /г], p =  [6 , h\, y =[ h ,  c], 
6 =  [/i, d], а символом вида [а, с] обозначен определитель

а с 

А  С
Зам етим , что д олж н о  вы полняться  £2+т)2+ £ 2=^0, Д =  а б — |3у=т^0. И щ ем 
таки е  уравнения

d v  __ Р  (и , v ) /оч
du  ~  ’ '  >

Q {и, v)

которые при помощ и п р ео б р азо ван и я  ( 1 ) мож но привести к  «треуголь­
ному» виду

d y  _  Р ( х ,  у )
d x  Q (х ) (3)

Здесь  Р,  Q, Р, Q явл яю тся  многочленами. К ром е того, считаем, что 
выполнено одно из следую щ их двух  условий:

П
а) Q (х) =  В 0 +  В гх, Р  (х, у )  =  2  A i0x ‘ +  А01 у , где п  —- натуральное

1=0
число, а Л пО^ = 0 ;

2 2 I

б) Q (х) =  2  BiX1, Р  {х, у) =  2  2  Ac-i.
i=0 1= 0 / = о

Отметим, что уравнени е  (3) в случае  а) интегрируется в элем ентарны х 
функциях.

Выясним, какие  уравнени я  вида  (2) мож но получить из уравнения 
вида (3), удовлетворяю щ его одному из условий а) и б ) ,  при помощи 
преобразования  (1). Тогда при помощи обратного п реоб разован и я  эти 
уравнени я  можно привести к  виду (3).

П реобразован н ое  уравнение (2) имеет вид

du   Р ( и ,  и)
du  ~  ’

Q { u ,  v)

где ~Р(и. » ) - { « ( “ • » ) < г ( Т У ^ г ) - Л (“ ' " ) Р ( Т У г П " '  )} * " < “ '

ш  . ) - К . > р ( - Я ± £ .  «*<“ •">■
З д есь  и в дальн ейш ем  п  — это точн ая  степень многочлена р  (для  случая
б) п —2 ) ,  а (и,  v ) ,  b(u,  v ) ,  А  (и,  и) ,  В  (и,  v ) — однородны е многочлены 
второй степени, чьи коэффициенты зави сят  от | ,  rj, £, а,  (3, у, б.

М ногочлены Р, Q,  если не произведем сокращ ения , д о л ж н ы  быть сум­
мам и однородных многочленов степени 2 п + 2 ,  2 п + 1 ,  п + 2 .  С л а гае ­
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мые высшей степени однородности в числителе и зн ам ен ателе  долж н ы  
иметь вид

2

&и 2 +  т]uv +  lv 2)n 2  С 2—i, iи 2~ Ь 1
i= О

И
2

(III2 +  r\uv +  tp2)n 2  D 2- i ,  iU2- ‘v‘
£ = 0

соответственно, где С2о = £ щ  Cn =  2£r, C02 =  — ̂ a+ rp r ,  D 2q =  —  t | o + £ t ,  D u  =  
= — 2 tp , D 02 =  — Ix,  a o =  B 0a —Л 0о у , т = В 0|3—Л 0об .

П усть слагаем ы е  высшей степени однородности имеют у казан ны й вид. 
О тсю да определяем  с н ач ал а  г], £, а потом и о  и т, если выполнены не­
обходимы е условия. Е сли  наприм ер £ + 0 ,  эти  условия  имеют вид 
2 Со2£ + 2 С2о£ =  СцТ|, 2 /)2о £ + 2 С 2оТ] =  Сн£, £ + £ + 2 С2о£ =  0, 2/)о2£ + С ц £  =  0. Д а ­
лее, сл агаем ы е  2 п + 1 -й степени однородности явл яю тся  произведениями 
(gw2+r]Z£D+£o2) n _ 1 и однородных многочленов третьей  степени, чьи ко ­
эф ф ици ен ты  за в и с я т  от у ж е  известных | ,  т], £, к а к  и от у, 6  и от ф =  
=  (В 1—Л 01) a —Люу, ф =  (В 1—Л 01)Р —Люб, z - А 01Л.

О тсю да м ож ем  определить <р, ф и z, только  если вы полняю тся  опре­
деленны е условия, связы ваю щ и е упом януты е вы ш е коэффициенты и 
| ,  т), £, а отнош ение б :у  удовлетворяет  уравнению , вообщ е говоря, второй 
степени. Т аки м  образом , получаем  0, 1, 2 или бесконечное число допу­

стимых значений д л я  отнош ения U {°°}-
Если  в случае  а) п = Т, определяем  у и б так , чтобы их отношение было 

среди найденны х выш е допустимых значений. Теперь у ж е  знаем  ф, ф и z. 
О п ределяем  а и р  так , что Д =  а б — Ру=+0. Т аки м  о бразом  находим Л и. 
З н а я  сг, т, ф, ф и а ,  р, у, б, можем найти остальн ы е коэффициенты  В 0, В и 
Лоо, Лю.

Если в случае  а) п~ ^-2, сл агаем ы е  степени однородности 2 п + 2 — г, 
2 ^ £ < П ,  д о л ж н ы  иметь вид  Лго(£г£2+г|Ы У +£и 2) ,г~ !'[(г |у--£б) ££2+ 2 £ у и и +  
+ £ б о 2] ( у и + б у )  \  О тсю да находим в лучш ем  случае  одно значение отно­
ш ения - у  е / ?  U {оо}. Е сл и  оно находится  среди найденных выше, опре­
деляем , к а к  и раньш е, коэфф ициенты  у р авн ен и я  (3).

Р ассм отри м  теперь случай  б). К оэф ф ици ен ты  слагаем ы х  четвертой 
степени в числителе и зн ам ен ател е  в ы р а ж а ю тс я  через £, ц, £, а ,  р, у, б 
и Л 2о, Л и , Л 02, В 2. Если эти коэффициенты  и £, т), £ удовлетворяю т опре­
деленным условиям , а б :у  яв л яется  общ им корнем двух уравнений, во­
обще говоря, второй степени, и находится  среди допустимых значений, 
найденных выше, д л я  подходящ его  вы бора а и р  отсю да м ож но вы разить 
коэффициенты  Л 2о, Л и , Л 02, В 2. П осле  этого, зн а я  у ж е  а ,  р, у, б, опреде­
ляем  остальн ы е  коэфф ициенты  уравнени я  (3), к а к  выше.

Т аки м  образом , находим  совокупность алгебраических  условий на ко ­
эф ф ициенты  уравн ен и я  (2 ), при выполнении которых м ож ем привести 
его к «треугольному» виду  (3 ) ,  уд овлетворяю щ его  одному из условий а) 
или б), при помощ и у ж е  вполне определенного п р ео б р азо ван и я  вида ( 1 ). 
В общ ем случае  надо  проверить, мож но ли добиться  выполнения этих 
условий путем у м н о ж ен и я  Р ( и ,  v ) и Q( u,  v)  на один и тот ж е  многочлен.
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