
Представим указанные тензоры в форме (1) t  =  2  t ijd X i ®d X j ,  е =
i, j  =  iз з з

=  2 &iJ'dx{ ®  dXj, и =  2 u ldxi, F  =  2 6 y dxt- ®  dxj,  тогда соотношение
i. 7— 1 i = 1 t, /= 1

( 1 1 ) примет вид t =  2 (.ie - f  ЯУ div «.
У читы вая , что e =  d u  [2], получим тензорное диф ф еренц иальное  у р а в ­

нение относительно перемещ ений а
2 \idu -\-hdu  =  t. ( 1 2 )

Применим к (12) оператор P s(2) (s =  0,1), тогда 2 р1^ 2) (du)  - f  XPS(2) (d«) =  
=  / e> t s =  P (s2 ) (t).
В оспользуем ся  ф ормулой (9) при m =  1, n  =  3, й =  0, откуда

P ' 2) ( d w ) = ------- ^ -------- .

'  2 2,и, +  М 50Л

С ум м ируя  no s, получим в силу второго равенства  (5) тензорное у р ав н е ­

ние du =  b, где b =  +  2ц _j! зх ’ эквивалентное (12). Условие 6 6  =  0
[ 1 ] является  необходимым и достаточным условием разрешимости уравне­
ния ( 1 2 ).
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У Д К  517.544

Т. Н. Ж О Р О В И Н А

ОБ О Д Н О Й  Т РЕХ ЭЛ ЕМ ЕН ТН О Й  
КРА ЕВ ОЙ З А Д А Ч Е  РИ М АН А НА ТОРЕ

Р ассм отри м  прям оугольник [0, P ] X [ — iM,  Ш]. П усть контур L  пред­
став л я ет  собой отрезок  [0, Р] вещ ественной прямой, на котором зад ан о  
кр аево е  условие

3

Ф+(х) =  аф_ ( х ) + 6 ф - ( х ) ,  x e L .  (1)
Т ребуется  найти все аналитические  двоякопериодические с периодами Р,  
2 Ш  ф ункции ф (г ) ,  Я -неп реры вн о  пр о д о л ж и м ы е на L,  где д олж н о  вы пол­
няться  краевое  условие ( 1 ) (а, Ь ^ С ) .

ф (г)В ведем  вспомогательную  вектор-ф ункцию  F(z)  =
с  . ф (z)

z)  и р а з ­
р е ш а я  полученную систему относительно F{  (х) и F t  (х ) ,  придем к к р а е ­
вой за д а ч е  Р и м а н а

F+(x)  = A F ~ ( x ) ,  x e L  (2)

с постоянной матрицей А  =  —
а

a I2 — I

■Ъ 1

удовлетворять условию симметрии F  (г) =  I F  (г), где I  =

( функция F  (z ) должна

0  1 

1 0

З а д а ч а  (2) реш ается  приведением м атри цы  А  к ж ордановой  но р м ал ь­
ной форме. Д л я  этого введем новую  неизвестную  функцию Ф(г) по пра-
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вилу F ( z )  = S O ( z ) , где S  — некоторая  н евы рож ден н ая  м атрица. П о д ­
с тав л я я  F ( z )  = S O (2 ) в (2 ), получаем:

Ф +(х) =  [S ~ k 4 S ]-® -(x ) ,  x e L .  (3)
М атрицу  S  вы бираем  таким  образом , чтобы м атри ц а  задач и  (3) 5 _ 1Л 5  
была ж ордановой , т. е. чтобы вы полнялось  условие

К  О

где Tij, Х2

S ~ lA S  =
С я ,

■собственные значения матрицы А ,

(4)

^ 1 , 2 =
1 +  | а I2 —  | Ь р  +  1/(1 +  | а  р  —  | b |2)2 —  4 | а  |2

2 а

а число с равно  нулю, если Х1. Ф Х 2., и равно единице при А-i =  Л,2. Элементы 
матрицы  S  н аход ятся  из (4).

В случае  ХуфХг  з а д а ч а  (3) равносильн а  паре  скалярн ы х  за д ач  
Р и м а н а

ФГ (х) =  ХхФ Г  (х), x e L ,  (5), Ф ^  (х) =  Л,2Ф Г  (х),  x e L .  (6 ) 
И з теорем ы  1 [1] следует, что число k { k )  решений задач и  (5) (или

(6 ) )  д л я  ф ункций совп адает  с числом l\ ( )  решений союзной однород­
ной краевой зад ач и  д л я  диф ф еренц иалов . В наш ей  задаче  реализуется  
особый случай, и д л я  числа h ( k )  известна точн ая  оценка: 0 < H i ( /2) ^ L  

И сп ользуя  р езу л ьтаты  работ  [1, 2], получаем , что при выполнении 
Р  ■ In X/

условий X j > О, — — g Z  задача (5) или (6 ) (соответственно) имеет 
нетривиальное решение вида

Ф 0/ (г) =  kj  exp | гг
In Xj

~2Ж Фо/ (г)
/  ■ 1пЯ7 \

' (Л _ 2Л Г |-J— ехр jzt-

(kj  — прои звольн ая  постоян н ая) .  В остальн ы х случаях  за д ач а  (5) или 
(6 ) (соответственно) имеет только  тривиальное  решение. С лучай  Х\=Хг  
исследуется  аналогично.

В о зв р а щ а яс ь  к за д а ч е  (1) и учиты вая  условие симметрии, будем 
иметь следую щ ий результат .

Теорем а 1 . Если  1 + 1 а  | 2— | b |2 =  2 Re а, то общ ее  решение зад ач и  (1) 
есть константа. Если а е  R,  1 +  а2 —  | b |2 Ф  2а,

Х = ■ I Ь I2 - f  / ( 1  +  а2 —  \Ь  |2) 2 —  4 а 2
2 а

и такое, что выполняются условия Х > 0 , 
имеет 2  линейно независимых решения.

РЛпХ
4/Ил G Z ,  т о  задача ( 1 )

^ > 0 ,

В остальн ы х слу чаях  за д ач а  (1) имеет только тривиальное  решение. 
Общ ее реш ение за д ач и  (1) в случае, когда a ^ R ,  1-f-a2— I b | 2=^2a, 

PAnX
4Д4я 

Ф+ (z) =  a

GEZ,  записывается в в и д е - .^ Z ,

+  Ф

cp~ (z) =  a

+  Ф

(aX —  1) exp 

(aX —  1) exp

( .  In X }
f - 2Ж ]

f .  InA. )
- w )  ■+

ь
- X exP

exp

I — iz

-iz-

In X
~ W

In X

, . In A,
exP ̂ lZ b exp { -iz

a- exp tz In X +  b exp I — iz

Ш  
In X

lnA,

+

2/И (. 1 ^  1 2 M

где а  и (3 — прои звольны е  вещ ественные постоянные.
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В. X. К О В А Ч  ЕВ

О П Р И В Е Д Е Н И И  Н ЕК ОТ ОРЫХ  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Й  С Р А Ц И О Н А Л Ь Н О Й  

ПР АВОЙ ЧАСТЬЮ К «ТР ЕУГОЛЬНОМУ» В И Д У  
ПРИ ПОМОЩИ Б И Л И Н Е Й Н О Г О  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я

В работе  [1] рассмотрено невы рож денное билинейное преобразование 
a x u -\-b x v -\-c y u -\-d y v  =  h, A xu -\-B xv -{ -C yu -\-D yv  =  H,  (1)

или х =  (у н + б п )  : R ( u, v ), z/ =  (сш + |3и) : R( u ,  v ) ,  где R ( u ,  v) ='E>u2Jr \\uv-\- 
- K ^ 2, l =[ a ,  c], r\=[a, d \+ [b , с], l  =  [b, d\, a = [ a , /г], p =  [6 , h\, y =[ h ,  c], 
6 =  [/i, d], а символом вида [а, с] обозначен определитель

а с 

А  С
Зам етим , что д олж н о  вы полняться  £2+т)2+ £ 2=^0, Д =  а б — |3у=т^0. И щ ем 
таки е  уравнения

d v  __ Р  (и , v ) /оч
du  ~  ’ '  >

Q {и, v)

которые при помощ и п р ео б р азо ван и я  ( 1 ) мож но привести к  «треуголь­
ному» виду

d y  _  Р ( х ,  у )
d x  Q (х ) (3)

Здесь  Р,  Q, Р, Q явл яю тся  многочленами. К ром е того, считаем, что 
выполнено одно из следую щ их двух  условий:

П
а) Q (х) =  В 0 +  В гх, Р  (х, у )  =  2  A i0x ‘ +  А01 у , где п  —- натуральное

1=0
число, а Л пО^ = 0 ;

2 2 I

б) Q (х) =  2  BiX1, Р  {х, у) =  2  2  Ac-i.
i=0 1= 0 / = о

Отметим, что уравнени е  (3) в случае  а) интегрируется в элем ентарны х 
функциях.

Выясним, какие  уравнени я  вида  (2) мож но получить из уравнения 
вида (3), удовлетворяю щ его одному из условий а) и б ) ,  при помощи 
преобразования  (1). Тогда при помощи обратного п реоб разован и я  эти 
уравнени я  можно привести к  виду (3).

П реобразован н ое  уравнение (2) имеет вид

du   Р ( и ,  и)
du  ~  ’

Q { u ,  v)

где ~Р(и. » ) - { « ( “ • » ) < г ( Т У ^ г ) - Л (“ ' " ) Р ( Т У г П " '  )} * " < “ '

ш  . ) - К . > р ( - Я ± £ .  «*<“ •">■
З д есь  и в дальн ейш ем  п  — это точн ая  степень многочлена р  (для  случая
б) п —2 ) ,  а (и,  v ) ,  b(u,  v ) ,  А  (и,  и) ,  В  (и,  v ) — однородны е многочлены 
второй степени, чьи коэффициенты зави сят  от | ,  rj, £, а,  (3, у, б.

М ногочлены Р, Q,  если не произведем сокращ ения , д о л ж н ы  быть сум­
мам и однородных многочленов степени 2 п + 2 ,  2 п + 1 ,  п + 2 .  С л а гае ­
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