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СП Е К Т Р А Л Ь Н О Е  Р А З Л О Ж Е Н И Е  ОПЕРА ТОР ОВ  
СИММЕТРИЧНОГО Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И Р О В А Н И Я  И Д И В Е Р Г Е Н Ц И И

Рассмотрим класс S ?  симметричных тензоров и (х) валентности m  над 
евклидовым пространством Е п с достаточно гладкими коэффициентами

и (х) =  ан (х ) dxk  0  dxit ®  . . .  ®  dxcm, ( 1 )

где a! ' — инварианты относительно перестановок индексов i1} t2, . . . ,  
im, х  =  (хх . . .  x n), повторяющиеся индексы означают суммирование от 1 

до п.
Определим оператор симметричного дифференцирования d,

fifl  ̂ ^  ( уЛ
du =  — т  — 5 OT+i (dxit ®  . . .  ®  dxi 0  dXi ), (2 )

oxim+ 1 m

преобразующий S ?  в S ™+ 1 [1, 2] (S ft — оператор симметризации [2]) и 
оператор дивергенции

div и =  да дх ('v) dxh 0  . . .  0  dxim_ v  (3)
' im

преобразующий SJT в S™_ 1 .
Установим взаимно однозначное соответствие м еж ду  симметричными 

тензорам и ( 1 ) и однородными полиномами по переменным y i , . . . y n [3]

u ^ u  =  a i l -  ** (х) y h . . .  y im, du  <-> du =  ■ дадх. ^ ^  Ун ■ ■ ■ УстУст+1 • (4> 

div и ^  div и = ------ g---  y k  . . .  y im_ x.
lm

Введем оператор д, преобразующий S ?  в 5 ™+ 1  ди =  S m+i ( Y  0  d iv « ) ,
^  ^  ^  n ^  n

d u ^ > d u  =  Y  div и,  где Y  =  2  d x t 0  d x it Y  +-> Y  =  2  y f .
1= 1 1=1

Разложим пространство S'? на подпространства H ?  =  Р \т) (S ’? ) , инва­
риантные относительно группы SO  (п, R )  [4], i — 0, 1, N m =

т
=  Д Г  ’

мт
p(m)p(m) =  § ..р (-)) 2  Р[т) =  Е.  (5)

1= 0

Д л я  операторов проектирования Р \т) имеем [4]



где tikm
( _  1 ) P - f t  ( v  —  2 f t  —  1 )  Г  ( v  —  f t  —  p —  1 )  

4 ? f t !  ( p  —  f t ) !  Г  ( v  —  f t )
/'» Up,n -- 4 P f t !  Г  ( v  —  f t )

(ft —  Р )!  Г  ( v  —  ft —  p )  ’

B p =  Y p\ p, v =  -g— |- m.
tl

— 5- соответствует оператор следа t r  [3]: Дц<-> 
t=i m

m ( m — 1 ) t r u.
Л е м м а .  И м еет  место ком м утационное соотношение д л я  операторов 

d  и Bh (k — 0 , 1 , . . . )
d  (B hu ) =  B h (d u ) — 2  k m  Y  ° d i v a .  (7 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о к а ж е м  ф орм улу

d ( A hu) —A k { d u ) — 2 k m A h~i d iv  a. (8)

У читы вая  (4),

A* {du) =  A k~ l da1 " •  ( x )

dx‘m+l

=  д , ~ ‘ { а" < > « й Г д  {y '• ■ ■ ■ + 2 • • • M  i =

=  д , _ 1  I U,, д  ( Й , . ■ ■ 2d*im+l m+I d*im + 1
j a W l ‘= lOT (x)i/i2 . .

r_L ^ ‘1т + Цз ...г/i,,; +  a i,n {x) УйУс, . . .  г/i +  . . .  +  a £l -  I'm + 1 (x) y h . . .  y im_ x)

=  A *-i 

=  A* - 2

d a 1 t / n  ( л : )

d*im + 1 У{т+1 A • • • # 0

д а 1 lm ( x)
dxim+ 1 m +1

г/1щ+1 А2 (г/ц • • • г/i )

-f- 2 m Afc_I div a  =  . . .  

- f  4m A/e_I div a  =  . . .

da*1 i,n (x)
dx‘m+ 1

Aft (г/ц . . .  y t j  y im+l +  2 m k  A* - 1 div и =

=  d  (A* a) +  2m& Afe_1 div a.

П олучен а  ф о р м у ла  (8 ) . У м н о ж а я  (8 ) на Yh и переходя от полино­
мов к симметричным тен зорам , получим соотношение (7).

Т еорема. И м еет  место спек тральн ое  р азл о ж ен и е  оператора  д относи­
тельно оператора  симметричного д и ф ф ерен ц и рован и я  d

р Ш +Ч дрр)  (а,) =  XlnPlm+l)dPim) (w), ш е й (9)
1где h m  =  —  [ s ( a  +  2m — 2 s ) —  k ( n  +  2m  —  2k —  2)],  s = 0 ,  1, . . . N m+1 , 

k  =  0, . . .  N m.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з  (7) при k =  1

d(Bi U)  = B l ( d u ) —  2m du. (10)

Применим к (10) оператор p [m+l и положим u =  P lkm)w 1 тогда, учиты­
вая второе соотношение (6 ) и ортогональность (5), получим (9).

П рилож ение. П усть  { ( Д ,  {еу } — компоненты тензоров н ап ряж ений  
и деф орм аци й , {аД —  компоненты вектора перемещ ений. Обобщ енный 
закон  Гука д л я  изотропного тела  опи сы вается  соотношением [5]

з
t ij =  2 [хеД +  Я6 ц  У  , I ,  р — const. ( 1 1 )

°Xi
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Представим указанные тензоры в форме (1) t  =  2  t ijd X i ®d X j ,  е =
i, j  =  iз з з

=  2 &iJ'dx{ ®  dXj, и =  2 u ldxi, F  =  2 6 y dxt- ®  dxj,  тогда соотношение
i. 7— 1 i = 1 t, /= 1

( 1 1 ) примет вид t =  2 (.ie - f  ЯУ div «.
У читы вая , что e =  d u  [2], получим тензорное диф ф еренц иальное  у р а в ­

нение относительно перемещ ений а
2 \idu -\-hdu  =  t. ( 1 2 )

Применим к (12) оператор P s(2) (s =  0,1), тогда 2 р1^ 2) (du)  - f  XPS(2) (d«) =  
=  / e> t s =  P (s2 ) (t).
В оспользуем ся  ф ормулой (9) при m =  1, n  =  3, й =  0, откуда

P ' 2) ( d w ) = ------- ^ -------- .

'  2 2,и, +  М 50Л

С ум м ируя  no s, получим в силу второго равенства  (5) тензорное у р ав н е ­

ние du =  b, где b =  +  2ц _j! зх ’ эквивалентное (12). Условие 6 6  =  0
[ 1 ] является  необходимым и достаточным условием разрешимости уравне­
ния ( 1 2 ).
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ОБ О Д Н О Й  Т РЕХ ЭЛ ЕМ ЕН ТН О Й  
КРА ЕВ ОЙ З А Д А Ч Е  РИ М АН А НА ТОРЕ

Р ассм отри м  прям оугольник [0, P ] X [ — iM,  Ш]. П усть контур L  пред­
став л я ет  собой отрезок  [0, Р] вещ ественной прямой, на котором зад ан о  
кр аево е  условие

3

Ф+(х) =  аф_ ( х ) + 6 ф - ( х ) ,  x e L .  (1)
Т ребуется  найти все аналитические  двоякопериодические с периодами Р,  
2 Ш  ф ункции ф (г ) ,  Я -неп реры вн о  пр о д о л ж и м ы е на L,  где д олж н о  вы пол­
няться  краевое  условие ( 1 ) (а, Ь ^ С ) .

ф (г)В ведем  вспомогательную  вектор-ф ункцию  F(z)  =
с  . ф (z)

z)  и р а з ­
р е ш а я  полученную систему относительно F{  (х) и F t  (х ) ,  придем к к р а е ­
вой за д а ч е  Р и м а н а

F+(x)  = A F ~ ( x ) ,  x e L  (2)

с постоянной матрицей А  =  —
а

a I2 — I

■Ъ 1

удовлетворять условию симметрии F  (г) =  I F  (г), где I  =

( функция F  (z ) должна

0  1 

1 0

З а д а ч а  (2) реш ается  приведением м атри цы  А  к ж ордановой  но р м ал ь­
ной форме. Д л я  этого введем новую  неизвестную  функцию Ф(г) по пра-
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