
y p d p / d x + y q d p / d y + y r d p / d z —t p d q / d x —x q d q / d y —xrdq/qz-{-
+ y d p / d x —xdq/dx  =  0, (x, y, z, x)<=Z7\ (8)

П риведенны й критерий позволяет  выделить классы  систем задан ного  ви­
да, о б л ад аю щ и е  закон ом  площ адей. Н апри м ер , среди систем вида

х '  =  арх +  а.гу  +  /  (х) .

У' =  Ьхх  +  Ьгу  +  g  (т),
где а и а2, Ъи Ь2 — постоянные; /, g  — диф ф еренцируем ы е функции, з а к о ­
ном площ адей  о б л а д а ю т  системы

х '  =  ах  +  ц ехр (— ат) [ х '  =  ах  - f  by  +  /  (т)
н

У' =  ay  +  v e x p ( — ат) ( у '  =  сх —  a y  +  g  (х),

где а ,  ц, v, а, Ь, с —  произвольны е постоянные, а /  и g  являю тся  р еш ен и я­
ми системы линейны х уравнений

/ '  = — af  —  bg
g ' =  — cf  +  ag.

Аналогичным образом , среди систем
х '  =  аг (т) х +  а2 (х) у

у '  =  (т) х  +  Ь2 (т) у
закон ом  площ адей  о б л а д а ю т  системы

х '  =  ф (х) х +  c2v (т) у

У' =  с^У (т) х  +  (ф (т) +  ф (т)) у,
X X

где ф (т)—произвольная функция, а ф ( т ) =  (с +  [ехр (— 2  j ф(£)й£)йт) 1 х
Xq Tq

X X
X ехр (— 2 j  ф (т) dx), V (х) =  exp (— j  (2ф (х) +  ф (х)) dx).

То То
Отметим, что некоторые из полученных систем могут быть и в ы рож д ен ­
ными (х 'у —у 'х  — тож д ествен н ая  постоянная) (см. [2]). Н апри м ер , систе­
ма х ' = а х ,  у ' = а у  (ц  =  0 , v =  0 ) вы рож дена .
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К А С И М  М У Х А М Е Д  А Л Ь - Х А И Д Е Р

ОБ ИЗ О ХРО Н Н О СТ И  Г А М И Л Ь Т О Н О В Ы Х  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  СИСТЕМ  
С ПО Л И Н О М А М И  4-й СТЕПЕНИ

В работе  [1] проблем а  изохронности гам ильтоновы х систем с полино­
мами 3-й степени реш ена  полностью. В настоящ ей зам етке  р а с с м ат р и в а ­
ется система Г ам и льтон а  вида

х = — у — А 20х2— А ц х у — ЗАо2у 2— АзоХ3— А 21х 2у — А 12х у 2—
—AioXi—A3iX3y—A22X2y2—Ai3xy3—Aoiyi,

У =  х  -j- 3 5 -20А2 +  2А 20х у  -|— А цУ 2 -Г 5 30х3-|-ЗЛз0х2г/ +  А 21х у 2 -\— у  А 12у 3 

+  В 4цХ4 +  4A i0x 3y  +  ~ y  А 31х2у2 -|— g- А 22х у 3 -j- —p  A 13y i . (1)
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Теорема. Д л я  того чтобы система (1) бы ла  изохронной, необходимо 
и достаточно, чтобы в ы п олн ялась  одна из следую щ их серии условий:

1. Л2о =  ^-jp 2 j  Л02, Ли  =  2 Л02, В-20 — р- Л02, Л30 —

=  - рз ~ Ао 2 , А 2]_ = Aw,  А 1г = - ^  A 2q2 , А 03 =  - ^ 2~Ло2. В 30= 2 - ^ -  Лог, где 

а 2 +  Р2 =  1 , а - Р # 0 , 

2 . Л 02 =  А п  — В 2о =  А 30 =  Л 21 =  Л 12 =  А 03 =  0, В30 =  2Л 2о>

3. Л 32 =  Л  го — Дго =  Л 30 =  Л 2х =  Л 12 =  В 30 =  0 , Л 0з =  ~2 ~ Л 11, причем
А ц  =  B i0 =  0, i +  /  =  4.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д остаточность  д о к а з а н а  в [1]. Д о к а ж е м  не­
обходимость. П усть систем а (1) имеет в точке 0 ( 0 ,  0) изохронный центр, 
тогда , согласно теорем е 1 0  [2 ], начало  координ ат  д л я  системы ( 1 ) д олж н о  
быть единственной особой точкой в комплексной области.

О казы вается ,  что всегда существует так о е  вещ ественное число а 0, что
замена переменных х1 =  апх  +  V i  —  do У, Ui =  —  V i  — a lx  +  a0y, где 
—  1 - < а 0 < . 1 , приводит систему ( 1 ) к  виду

лу =  Ui ci2qXi й ц -^ il/i Su02y i  а 30х ,  <Ц\Х\Ух o.i2Xiy\ - ciosy [

d40Xi cl3\Х\У^ а22ХхУ\, (2)

Уi =  x i  Л- 3b20Xi 4" 2д20х гу г -)—2~ йиУх -j- Ь30х  1 +  За30хху1 -f- «2i4il/i -f-

Н—з- а12 У у 4~ bi0Xi 4~ 4a40Xii/j -1— g- а31х\у \ А— 3- av},xiy \■

П ри рассмотрении поведения траекторий  системы (2) на круге П у ­
а н к а р е  легко видеть, что система (2 ) имеет, по крайней  мере, одну осо­
бую точку на эк в ато р е  сф еры  П уан к аре ,  т. е. на бесконечности.

У читы вая  в ы ш еск азан н ое  и ф орм улу  о сум м е индексов из [3], прихо­
дим  к тому, что сум м а  индексов всех особых точек на экваторе  сферы 
П у а н к а р е  д о л ж н а  быть р ав н а  нулю.

В ы числяя  методом векторны х полей [4] индексы  всех особых точек на 
бесконечности и уч и ты вая  излож енны е р ассу ж д ен и я  и первое необходи­
мое условие изохронности системы (2 )

2«го А~ Ю (620 +  ^02) 4— 2~a ii 4~ 4a20Oo2 4" 2йи £>20-----—Ь30-—а03= 0, (3)

получим следую щ ий результат :  если бы один из коэффициентов Ь40, а10, 
«зь «22 был бы отличен от нуля, то система (2 ) б ы ла  бы неизохронной. 
В частности, д л я  изохронности системы (1) необходимо, чтобы В 40 =
=  Л40 =  Л 31 = Л 22 =  413 =  Ло4 =  0 .

П ри  этом система (1) прим ет вид, который р ас с м ат р и в а л с я  в работе
[1]. П оследний ф а к т  за в е р ш а е т  д о казател ьство  необходимости.

Следствие. Е сли  в системе (1) хотя  бы один из коэффициентов 
Л и, В 4о, Л зь Л 13, Л 22, Ло4 не о б р ащ ается  в нуль, то система ( 1 ) является  
неизохронной.

З а м е ч а н и е .  П ри  д о казател ьстве  необходимости теоремы возни­
каю т системы, которы е имеют единственную особую точку 0 (0 , 0 ), о д н а ­
ко они неизохронны. Т ак , например, рассм отрим  систему вида

х  =  —  у  —  3 аху  — 3 а2х2у  —  а3х3у,

У =  х  4 - а у2 4 - 3а2х у 2 +  а3х 2у 2. (4)

Система (4) имеет  в н а ч а л е  координат неизохронный центр, т а к  к а к  
д л я  нее условие (3) не вы полняется  при а Ф 0 .
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В. Т. Е Р О Ф Е Е Н К О

СП Е К Т Р А Л Ь Н О Е  Р А З Л О Ж Е Н И Е  ОПЕРА ТОР ОВ  
СИММЕТРИЧНОГО Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И Р О В А Н И Я  И Д И В Е Р Г Е Н Ц И И

Рассмотрим класс S ?  симметричных тензоров и (х) валентности m  над 
евклидовым пространством Е п с достаточно гладкими коэффициентами

и (х) =  ан (х ) dxk  0  dxit ®  . . .  ®  dxcm, ( 1 )

где a! ' — инварианты относительно перестановок индексов i1} t2, . . . ,  
im, х  =  (хх . . .  x n), повторяющиеся индексы означают суммирование от 1 

до п.
Определим оператор симметричного дифференцирования d,

fifl  ̂ ^  ( уЛ
du =  — т  — 5 OT+i (dxit ®  . . .  ®  dxi 0  dXi ), (2 )

oxim+ 1 m

преобразующий S ?  в S ™+ 1 [1, 2] (S ft — оператор симметризации [2]) и 
оператор дивергенции

div и =  да дх ('v) dxh 0  . . .  0  dxim_ v  (3)
' im

преобразующий SJT в S™_ 1 .
Установим взаимно однозначное соответствие м еж ду  симметричными 

тензорам и ( 1 ) и однородными полиномами по переменным y i , . . . y n [3]

u ^ u  =  a i l -  ** (х) y h . . .  y im, du  <-> du =  ■ дадх. ^ ^  Ун ■ ■ ■ УстУст+1 • (4> 

div и ^  div и = ------ g---  y k  . . .  y im_ x.
lm

Введем оператор д, преобразующий S ?  в 5 ™+ 1  ди =  S m+i ( Y  0  d iv « ) ,
^  ^  ^  n ^  n

d u ^ > d u  =  Y  div и,  где Y  =  2  d x t 0  d x it Y  +-> Y  =  2  y f .
1= 1 1=1

Разложим пространство S'? на подпространства H ?  =  Р \т) (S ’? ) , инва­
риантные относительно группы SO  (п, R )  [4], i — 0, 1, N m =

т
=  Д Г  ’

мт
p(m)p(m) =  § ..р (-)) 2  Р[т) =  Е.  (5)

1= 0

Д л я  операторов проектирования Р \т) имеем [4]


