
данного шестиугольника круга | z [ < p ,  (о <  р <  - Обозначим Я* =

=  jz =  r&v е  D \ 0 <  ф <  Требуется построить функцию F  (z), реали-
О тт

зующую конформное отображение D* на угол 0 <  arg g <  - г - ,  причем

F ^ e x p - g - J  =  оо, F ( p )  =  0. Тогда функция I / F 3 (г) будет отображать D*

на верхню ю полуплоскость. П р о д о л ж а я  функцию F (z)  по принципу си м ­
метрии через прямолинейны е участки границы, получим «троякоперио­
дическую» функцию F ( z ) ,  имею щ ую  простые полюсы в верш инах шести­
угольника, ф ундам ен тальной  областью  которой является  D.  К роме того, 
на окруж ности  | z |  = р  вы полняется  условие: F( I )  = F ( t ) .  О то бр аж аю щ у ю  
функцию  будем искать в виде F ( z )  =  Ф ( z ) +  W ( z ) , где Ф (г )  Я -непре- 
рывно п р о д о л ж и м а  на dD,  a W  (z ) -функция, построенная в работе  [2]. 
Тогда имеем краевое  условие за д ач и  К а р л е м ан а  д ля  «троякопериодиче­
ских» функций: Ф ( £ ) — ф (^ )  = W { t ) — W ( t ) .  Э та  за д ач а  с помощ ью инте­
грального представления  Ф(г) =  ф (т)£ (т—z) d t + C ,  ф (£ )+ ф (^ )= 0 ,

Ш I т'[“ Р _
(* ф (t) dt =  0 ( £ — функция соответствует периодам +  3 ,

m = P
со' =  со I сводится к интегральному уравнению: 

1
Ф (*)■ 2л/ , ,

г  =р
I  Ф (т) £ (т  —  t) • — —  С (т —  t) d x = W ( t ) — W(t ) .  ( 1 2 )

П р и м ен яя  к его решению тот ж е  метод, что и в пункте 1, получим бес­
конечную систему линейных алгебраических  уравнений:

00

Ф'» =  2  С2А-1 Р2*Ф*-т +  d2mp2m, (13)
k = m -\-1

где d 2m — коэффициенты р а зл о ж е н и я  функции W ( z )  в окрестности нуля. 
П о л н ая  регулярность системы (13) д о к азы в ается  абсолю тно аналогично, 
как  и в пункте 1. О т о б р а ж а ю щ а я  ф ункция  через решение системы (ф; ) 
записывается:

оо со

Г Щ  =  2  - ( 2 0 W  W  Г  (г) -  2  Ф/ ^t2/ _ 1)(P) - ^ ( Р > -

П редлож ен н ы й  метод построения ото бр аж аю щ и х  функций применим 
для  весьма специальны х видов круговы х многоугольников, однако он 
имеет то преимущество, что нет необходимости в вычислении акц ессор­
ных парам етров .
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М. К. К Р А В Ц О В

К О Ц Е Н К Е  СВЕР ХУ  Р А ДИ УС А  
ТР АНСПО РТН ОГ О М Н О Г О Г Р А Н Н И К А

П о д  радиусом  г ( М )  м ногогранника М,  к а к  обычно, понимаем  радиус 
графа G (М)  многогранника М,  т. е. наименьш ий из эксцентриситетов
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вершин в граф е G ( M )  [1]: г ( М )  = m i n  ш ах  г (а, у ) ,  где г ( х ,  у)  — к р а т ч ай ­
ше у

ш ее расстояние по числу ребер м еж д у  верш и нам и  х  и у  г р а ф а  G ( М ) .
В настоящ ей р або те  получена д о ст и ж и м а я  верхн яя  оценка ради уса  

невы рож денного  транспортного  м ногогранника с лю бы м  зад ан н ы м  чис­
лом  граней (м аксим альной  разм ер н о сти ) .  П остроен т а к ж е  н евы р о ж ден ­
ный транспортны й м ногогранник п о р яд ка  3 X 4  ради уса  4 и у к а за н а  л и ­
нейная  функция. Д л я  этого м ногогранника най дена  т а к а я  н ач аль н ая  
(стар то вая )  верш ина, из которой нельзя  перейти к оптим альной  вершине 
с помощ ью  метода потенциалов за  число итераций, не превосходящ ее 4, 
в том случае, если выбор переменной, которая  вводится  в базисное  мно­
ж ество , на каж до й  итерации осущ ествляется  согласно следую щ ем у п р а ­
вилу  <р: переменной, п о д л еж ащ ей  вклю чению  в базис, соответствует н а и ­
б о льш ая  по абсолю тной величине отр и ц ател ьн ая  характери сти ка .

1. Максимальный радиус.  С п р ав ед л и в а  следую щ ая  
Теорема. П усть  2 ^ т ^ п ,  3, — 1. М акси м ал ьн ы й  радиус

в классе  невы рож денн ы х транспортны х многогранников порядка  т Х п  
с ( m - l ) n ^ - k  гран ям и  равен  числу m -\-k —  1 , если 0 ^ k ^ n — 2, и не п р е ­
восходит числа т -\-п — 2 , если k = n —  1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С огласно теорем е [2], невы рож денн ы й транс-
т _____

портный многогранник М  (а, Ь) — {х  =  || x i} || mxn I 2  %ц — bj, /  =  1, п,
!= 1

П ____ ____ ___
'2iXij =  ai, i — 1, т, Xi j^>0, i — 1, m, / =  1, п)  порядка т Х п ,  2< m < n , 

i= i
3 , определенный векторами a = ( a lt a2, ... , am) и Ь — (ЬЪ b2, ..., bn)

m  ti
с действительными положительными компонентами ( 2  ai =  2  bj) , имеет

г=l /= i
( m —  1 ) n - \ - k  граней (0  /г) тогда и только тогда, когда выпол­
няю тся неравенства:

г) при k —n — 1
т п

Ь2 <  2  <  blt а2 <  2 j bj <  а{, ( 1 )
г = 2 /= 2

ii) при 0 ^ Z k < i t i — m
m

K -k + i <  2  <  bn-k ,  (2 )
£= 2

Hi) при n — m ^ k ^ n ,  — 1 либо (2), либо
П

щ —k j-1 A  2  bj <  ctn—X, (3)
1=2

где c i i^ c i2 ^  • . .  ^ й т ,  . . .  X -bn, ao— bo =  -)-oo, om+i =  b n +1 =  0. Б у ­
дем  п редполагать , что при k ^ n —  1 д л я  многогранника  М ( а ,  Ь) вы п о л н я­
ю тся условия  (2 ) ,  т а к  к а к  случай, когда д л я  многогранника М \ а ,  Ь) вы ­
полняю тся  условия  (3 ) ,  сводится  к первому, если перейти от многогран­
н и ка  М ( а ,  Ь) к  м ногограннику  М (b , а ) .

П усть  — 1. Т огда д л я  лю бой верш ины  x=\ \Xi j \ \m X n много­
гран н и ка  М ( а ,  Ь) из условий ( 1 ) и (2 ) следую т неравенства  Ai3> 0 , /  =  
— 1, n — k.  П оэтом у  сущ ествует  верш и на z=\ \Zi j \ \m X n ^ M ( a ,  b)  с компо-

т

нентами г1} =  b}, j  =  1 , n, j ^ n  —  k,  z ln- k =  bn- k — 2  at> zin-k =
  i = 2

i  =  2, m, z tj  — 0  д ля  остальных индексов.
Д о к а ж е м ,  что л ю б а я  верш и на а  м ногогранни ка  М ( а ,  Ь) находится  от 

г  на расстояни и  не более, чем m -\-k —  1. С этой целью  д л я  вершины а  
м н огогранника  М ( а ,  Ь )  определим м нож ество  Г ( а )  =  {(/, j ) \ ( i ,  / ) е  
е { 2 , т )  X  { 1 , n — k —  1 }, A j j > 0 }, если 0 ^ k ^ n — 2 и м н ож ества  — R (х)  =  
=  { i \ i eE{2,  т} ,  а / * е { 1 , n — k} ,  х ц . > 0 }, 5 ( a )  = { ( г ,  /)  | (j ,  / ) < е е / ? ( а ) Х
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X {n — k + 1 , гс}, A y > 0 } ,  H ( x ) = { ( i ,  j) I (i, / ) £ = ( { 2, г с т } \ Я ( а ) ) х  
X {rc—&-j-l, «}, A y > 0 } ,  если O ^ . k ^ . n — 1.

С н а ч а л а  п окаж ем , что расстояни е  г  ( а ,  у )  м еж ду  верш и нам и х  и у  
многогранника М ( а ,  Ь) удовлетворяет  неравенству

г ( х , у ) ^ \ Т ( х ) \ * ,  (4)

где вершина у  =  || y l} || mx„ е  М  (а, Ь) имеет вид: у 1} =  Ь}, / =  1 , n — k —  1 ,
tl—k ____

У in—k =  %in—k 2  У п̂—& =  — ît>  ̂=  2, tn , Py =  О V (/, /) EG T* (a),
(s, ()er(jr) <=i

P y  — Ay для  остальных индексов.
Действительно, если Т ( х ) — 0 ,  то г (а ,  р ) = 0 ,  т а к  как  х = у .  Пусть 

(Д, / i ) e r ( A ) # 0 .  О тсю да, учитывая, что в строке с лю бым номером /, 
г =  2, гсг, среди элементов Ау, / =  1, гс— к,  только один м ож ет  о к азать ся  по­
лож и тельны м , получаем  Хг1П_й =  0. С ледовательно, найдется  верш ина 
А '& М (а ,  Ъ) с компонентами

f Хц  — Af,/„ если (г, / ) е { ( Д ,  Д), (1, n  — fe)},

х 'ц =  I +  х ‘ч'" если &  / ) е { (Ь  /i)> ( l’i> п —  ̂ )Ь
I Ау для  остальных индексов.

Ясно, что г (а, а ' )  =  1 и Т  ( а ' )  =  Т  ( х ) \ { ( Д ,  ]\)}. Поэтому за | Т  (а) | по­
добных п реобразований  мы переходим о т  верш ины а  к вершине у,  и, з н а ­
чит, вы полняется  неравенство  (4).

Аналогичным об разом  д оказы ваем , что

г ( у ,  р ) < | З Д [ ,  (5)
где вершина р  =  || р у  || mXn е  М  (а, Ь) имеет вид: рщ - k  =  Ут- k  — 2  Уф

_______________ (s, 0 sS (x )
Ри  =  Ун  +  2  У и, j  =  n —  k + l , n ,  pin-k =  й£ Vt е  R  ( а ) ,  р у  =  О V (г, /)  е

«еЯМ
G S ( а) ,  р ц  =  Уц для  остальных индексов.

П о к а ж е м  теперь, что
г ( р ,  2 ) < | Я ( А )  | .  (6)

В самом деле, если Я ( а ) = 0 ,  то r ( p , z )  =  0, поскольку p —z.  Пусть 
Н ( х ) ф 0 .  Тогда {2, гсг} \  Д (а )= т ^ 0 .  Возьмем  произвольный индекс 
f 'ip{2 ,  т }  \  / ? (а ) .  Н етрудно  убедиться , что п а р а  (Д, ti— k)  образует  с не­
которыми п арам и  из м н ож ества  {(г, / ) | i e { l ,  гсг} \ R ( a ) ,  j<={ti— k, гс}, 
Р у > 0} цикл: (Д, n — k ) ,  (1, гс—/г), (1, Д ) ,  (i2, Д ) ,  (Д, /г), . . . .  (С, Д), 
(Д, / в). П остроим верш ину р '& М  (а, Ь),  компоненты которой определяю т­
ся следую щ им  образом:

' р у  — б, если (г, / ) е { ( 1 ,  « — 6 ), (Д, Д), (Д, / 2), ..., (Д, / s_ i ) ,  (Д, Д)}, 

Р у  +  6 , если (г, / ) е { ( Д ,  гс— ft), (1, Д), (Д, Д), ... . (Д, Д)}, 
р у  д ля  остальных индексов, 

где 6  =  m in(A i„_b  Ay/,, А у/„  ..., A y s_ p  Агу). Понятно, что г ( р ,  р ' )  =  1 
и Р-1П_ А >  0, причем |Я  (р ')  | =  |Я  ( а )  | — 1. Поэтому, повторяя рассужде­
ния, приведенные выше, заключаем, что неравенство (6 ) верно.

Рц =

+
+

И з  неравенств (4) — (6 ) следует, что г ( a ,  z ) | Т  ( а )  | + S (  х)  
Т  (а )

+
+Я  ( а )  | .  Отсюда, п р и н и м ая  во внимание очевидное равенство 

S  ( х ) | + 1Я  ( а )  I =  m -\-k — 1 , находим, что г ( a ,  z ) sSL m -\-k —  1 .
Д л я  заверш ен и я  д о к а за т ел ь с т в а  этой теорем ы  достаточно показать , 

что ради ус  невы рож денного  транспортного  многогранника М  (а;г, bh) по­
р я д к а  гсгХп, 2 ^ г с г ^ г с ,  гсГ^З с (гсг— \ ) n - \ - k  гран ям и  ( О ^ й ^ г с —2), опре­
деленного векторам и

ah= ( { n — k —  1 ) ((гсг— 1 )гс+ 1  ) + k + 1 , гс, гс, . . . ,  гс),
m— 1

* Н апом ним , что через |Г |  обозн ач ается  число элем ентов конечного м н ож ества Т.
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b h =  ( ( m —  l ) n + l , . . . ,  ( m —  l ) n + l ,  1 , 1 ............ 1 ),
k

не меньш е числа m -\-k — 1. Д ействительно , в силу делочисленности мно­
гогранника M ( a h, bh) и в связи  с тем, что b j =  1, / = п —А + 1 ,  п, заклю чаем , 
что всякий / -й столбец  (п —& + 1 г с ; / ^ п )  лю бой м атрицы  я, п р ед ставл яю ­
щей верш ину м ногогранника М ( а к, bk) ,  содерж и т  только одну п о л о ж и ­
тельную  компоненту и она, к а к  нетрудно видеть, м ож ет  находиться  на 
лю бом  месте. Отсюда, учитывая, что д л я  каж до го  г, 2^л= £Д н , в позициях 
(i, 1 ), (i, 2) ,  , (г, n —-fe) м ож ет  находиться  только одна полож и тельн ая
компонента верш ины х,  причем на любом месте, получаем, что д л я  в с я ­
кой вершины х  м ногогранника М  (аи, bk)  существует  т а к а я  вершина 
y(x)<=M(ctk,  bh),  число общ их полож ительн ы х компонент которых равно 
n — k. С ледовательно, r ( M  (аи, bk))  = g :m + £ — 1. Т еорем а д оказан а .

В оспользовавш ись  теоремой 3 [3], мож но получить следую щ ие резу л ь ­
таты : 1 ) м акси м альн ы й  ради ус  транспортного м ногогранника порядка  
т Х п ,  m i n (т., п ) ^ 3, m a x (m ,  п ) ^ 4 ,  равен  числу т -\-п — 1; 2) у в с я ­
кого невы рож денного  транспортного  многогранника п оряд ка  т Х п ,  
m in  (т , п)  ^  3, m a x  ( т , п)  ^  5, имеется  по меньш ей мере
( тп  —  2т —  2п  +  2 \ „ л „
I f _j_  ̂ ) (тп  — т  —  п  — t) - граней, где 0  £ < 1  пш — 2т  —
— 2п  +  1 , радиус каж дой из которых совпадает с радиусом самого много­
гранника.

И з последнего у тв ер ж ден и я  на основании следствия  7.5 гл. VI [4] сл е ­
дует, что при взаим но  простых т и п  ради ус  всякой грани  транспортного 
м ногогранника п о р яд к а  т Х п ,  m i n (т,  п ) ^ 3, т а х ( т ,  п ) ^ 5 ,  с м ак си ­
м альны м  числом верш ин совп адает  с радиусом  самого многогранника 
и равен  числу т -\-п — 1 .

2. К оценке сложности метода потенциалов. Число итераций, необхо­
д им ы х д л я  реш ения транспортной зад ач и  линейного програм м ировани я  
методом потенциалов [5], существенно зависи т  от вы бора к а к  стартовой 
(начальной) вершины, т а к  и переменной, которая  вводится  в базисное 
множество. Удачный их выбор м ож ет  значительно сократить количество 
итераций и тем сам ы м  ускорить  решение задачи .

В больш инстве случаев  выбор переменной, которая  вводится  в б ази с­
ное множество, осущ ествляется  согласно п рави лу  ср (см., например, 
[6 , 7]). В связи  с этим возни кает  вопрос: верно ли, что количество и т е р а ­
ций метода потенциалов  н ах о ж ден и я  миним ум а линейной функции

т п
F (х) =  2 /  2 "  са х а  на классе невырожденных транспортных многогран-

i= 1 / = 1
ников п оряд ка  т Х п ,  2 ^ т ^ п ,  3, с (т — 1 )n - \-k  граням и  ( 1 ^ й ^
г ^ п — 1 ) не превосходит м аксим альн ого  ради уса  р ассм атри ваем ы х  м но­
гогранников, если в качестве  начальной  (стартовой) вершины взять вер ­
ш ину z,  построенную при д о к азател ьств е  теоремы, а выбор переменной, 
к о то р ая  вводится  в базисное  множество, на к аж д о й  итерации осущ ест­
в л ять  по п рави лу  ср? О трицательны й ответ на этот  вопрос д л я  т  — 3, п  =  4, 
k  =  2 д ае т  следую щ ий

Пример 1. Н ай ти  минимум функции Fi ( x )  = 7 хц -\-7 хц -\-7 хы -\-7 хц -\-  
+ 6 х 21+7.К22+5х2з+2х24+4*з1+7*з2-|-Зл:зз-1-Хз4 на транспортном  м ногогран­
нике M ( a l , Ь1) п о р яд к а  3 X 4 ,  определенного векторам и  <24= (26, 4, 4) 
и 6 * =  (18, 10, 5, 1).

Л егко  видеть, что м ногогранни к М  (а1, Ь1) явл яется  невырож денным, 
а число его граней равно  10. Непосредственной проверкой убеж даем ся ,  
что ради ус  м н огогранни ка  M i a 1, b1) м акси м ал ен  и равен  числу 4. В к а ­
честве стартовой верш и ны  м ногогранни ка  М  (а1, Ь1) при ним ается  верш ина

2

18 2 5 1

0 4 0 0 
0 4 0 0
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В то ж е  врем я метод потенциалов, б азирущ ийся  на прави ле  ф, з а  5 ите­
раций строит вершину многогранника М ( а S Ь1),  в которой достигается  
минимум функции F i ( x ) .

О днако  следует  заметить , что метод потенциалов позволяет, о тп р ав ­
л я яс ь  от верш ины z, построить решение данной зад ач и  за  4 итерации, 
если выбор переменной, ко то р ая  вводится  в базисное множество, на к а ж ­
дой итерации осущ ествлять согласно следую щ ему прави лу  ф: перем ен­
ная, п о д л е ж а щ а я  вклю чению в б азис  обеспечивает наибольш ее у м е н ь ­
шение целевой функции.

В заклю чение  приведем пример транспортной задачи , в которой 
использование п р ави ла  ф д а е т  лучш ий результат  по сравнению  с п р а ­
вилом ф.

П ример 2. Н айти  минимум функции F 2{x)  =  8 x n + 8x 12+ 8 xi3+ 8 x 14+  
+ 4 x21+ 8 x22+ 3 x23+ 2x24+4x31-f-8x32+5x33+3A:34 на невы рож денном тр ан с ­
портном м ногограннике М ( а 2, №) п оряд ка  3 X 4  с 10 гранями, определен­
ного векторам и  а2=  (35, 9, 6 ) и Ь2=  (20, 20, 7, 3).

В самом деле, о тп р ав л яясь  от вершины

20 5 7 3
z = 0 9 0 0 

0 6 0 0

метод потенциалов, основы ваясь  на п р ави ле  ф(ф), з а  5 (в лучш ем случае 
за  3, а в худш ем — за  4) итераций строит верш ину многогранника 
М  (а2, Ь2), в которой достигается  минимум функции F2( x ) .
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