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Здесь В  — е У  А  .
У равн ения  (19) — (21) исследовались Брн о  и Буке, их реш ения не со

д е р ж а т  п. к. т. [3].
З а м е ч а н и е .  В случае В 2 =  О, Д 4 =  О уравнение (5) примет вид 

ш '4 = 0 , т. е. не содержит п. к. т.
И так , получаем следую щ ую  теорему.

Теорема 2. П усть  выполнено одно из условий (25) — (27), (16) и (22), 
(16") .  Тогда уравнени е  (5) не имеет п. к. т.
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М. М. К О В А Л Е В , Н. Н. П И С А Р У К  

Н Е З А В И С И М Ы Е  ПОТОКИ И П О Л И М А Т Р О И Д Ы

М етод построения м атроидов, индуцированных путям и в графах, я в л я 
ется центральны м  д л я  проблем  теории тран сверсалей  (см. [1]). В н а с т о я 
щей зам етке  этот метод об общ ается  на полим атроиды  и прим еняется  д ля  
реш ения зад ач и  Ф у д ж и ш эж  [2] о м аксим альн ы х  независим ы х потоках. 
Отсутствующ ие здесь определения из теории полим атроидов  можно н ай 
ти в [3].

П усть Vi,  V2^ V — м н ож ества  источников и стоков о р гр аф а  G =  
=  (V,  Е ) .  Н езависим ы м  потоком н азы вается  вектор x e Z £ , удовлетво
ряю щ ий ограничениям

0 < * < d ,  (1), x ( E t ) - x ( E ~ ) = 0 ,  / е У М И и У г ) .  (2) 
0 < м ( 5 ) < 7 ? 1 (5 ) ,  S e e 2 \  (3), 0 < у ( 5 ) < Д 2 (5 ) ,  S e 2 l4  (4)

где d — вектор пропускных способностй, Ui =  x { E t ) — х ( Е Т ) ,  =  
=  х { Е Д ) — x ( E f ) ,  R k — субмодулярные неубывающие неотрицательные 
функции на 2 V*, символ 2У означает семейство всех подмножеств мно
ж ества  V. Известно, что ограничения  (3) и (4) з а д а ю т  полиматроиды , 
обозначаем  их соответственно Р i и Р 2. П р едп олагаем , что функции R k 
принимаю т целы е значения  и термин полим атроид  употребляем  та к ж е  
д ля  обозначения  множ ества, образован ного  пересечением Ри и решеткой 
целочисленных векторов.

1. Индуцированные полиматроиды. Д ополним  орграф  источником s, 
стоком t и множ еством  дуг  (s, i ) ,  f e W ,  (/, t ) ,  ) ' e l / 2. Н овы й орграф  обо
значим G*. П ропускны е способности новых дуг равны  оо, а стары х не
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изменяю тся. З а д а ч а  о м аксим альн ом  независимом потоке свелась  к  з а 
даче  о м акси м альн ом  потоке в ор гр аф е  G* при дополнительном  условии: 
« e P j ,  о е Р 2. Теперь и, v — дуговы е потоки по новым дугам. П оток 
(и,  х, v)  в ор гр аф е  G* назовем  /-независимы м, если Обозначим че
рез Qi  множ ество  таки х  векторов z ^ Z v \  что сущ ествует  /-независимый 
поток (и, X, и) со свойством u = z .

Теорем а 1.1. Q i — полиматроид.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть у ° ^ у  и y ^ Q i .  П о каж ем , что y ° e Q i .  

П усть  (и,  х,  v ) такой  /-независимы й поток в G*, что и =  у.  Пусть у е> у ° е, 
где е =  (s, / ) ,  г е  1Д. И з  соотношений б ал ан са  д л я  верш ины  г вы текает  су
щ ествование дуги e i = ( i ,  ii) со свойством хе1 > 0 .  П р о д о л ж а я  этот п ро
цесс, достигнем верш ины  / и построим некоторый путь L.  Уменьшим по
ток л; вдоль пути L  на величину ei =  m in  { ( у е— у°е ),  m inxy}. Новый поток

/€=£
(и1, х 1, V1) я в л яется  т а к ж е  ^-независимым, т а к  к а к  по определению поли- 
м атрои да  v ^ P 2. К ром е  того, у ° ^ и 1<Су- А налогичны м образом  ум ень
ш аем  поток и1. В конце концов получим /-независимы й поток (й, х,  v)  со 
свойством у° =  й,  а это означает , что y/°eQi.

П усть у,  y 0e Q b у  (Vi )  =  г/°(1Д) + 1 и пусть ф =  (и,  х,  v ) , ф°=  (и0, х°, и0) —
/-независим ы е потоки в G*, со свойствами и —у  и и°= у°. П усть 0 * -гр аф
остаточных пропускны х способностей [4]. Тогда Дф =  ф@ ф° поток в G*.
П о теореме о р а зл о ж е н и и  Д ф =  ^ ф с +  фь, где фС, фх, — элем ентарны е

с L
потоки вдоль соответственного ц и кла  С и простого пути L  из s в /. В силу 
того, что Рг-полим атроид  существует  индекс у, что > V j  и 
6 j — у-й единичный орт. Р ассм отри м  два  случая. В первом в р азлож ен и и  
Дф сущ ествует эл ем ен тар н ы й  поток вдоль пути L ' из s в /, который о к а н 
чивается  дугой (у, / ) .  П усть ф/==ф° ®  ф ь '(1) ,  где фх/(1) — элем ентарны й 
единичный поток вдоль пути L ' . Ясно, что ф '=  (и' ,  х ' , v ' ) — /-независимый 
поток в G* и и ' ^ и 0, u ( V i) = u ' ( V i ) .  П оэтом у  у ' = и ' ,  и z / 'e Q i ,  это и д о к а 
зы вает, что Qi  —  полим атроид . Во втором случае  в р азл о ж ен и и  Дф нет 
пути L  из s в /, со дер ж ащ его  дугу  (у, / ) .  Снова рассмотрим два  случая:
а) в р азл о ж ен и и  Дф сущ ествует  цикл  С',  с о д ер ж ащ и й  дугу  (у, /) и п р о 
ходящ ий через s; б) такого  ц и кла  не существует. В случае  а) пусть L '  
есть часть  ц и кла  С', в ед у щ ая  из s в /. Д а л ь ш е  доказател ьство  такое  же, 
к а к  и в случае  1. В случае  б) д л я  произвольного ц и кла  С',  входящ его 
в р азл о ж ен и е  Дф и со дер ж ащ его  дугу  (у, / ) ,  п олож им  ф ^ ф О Ф ф ^  ( 1 ). 
Ясно, что ф '=  (и' ,  х' ,  и ' ) — /-независимы й поток и и'  =  и°. Теперь, р а с с м ат 
р и вая  вместо потока ф° поток ф', повторим все рассу ж д ен и я  снова. П р о 
д о л ж а я  таким  о б р азо м , мы придем к случаю  1 или подслучаю  а) с л у 
ч ая  2. Тем сам ы м  теорем а полностью д оказан а .

Следст вие 1.1. Р а н г о в а я  ф ункц ия  R q1 поли м атрои да  Q i в точке A g ’/ i  
р ав н а  м а к си м ал ьн о м у  /-независи м ом у потоку в о р гр аф е  G* с пропускны 
ми способностями: де =  оо д л я  е из s X A  и из V2X t ]  de= 0 д ля  e ^ s X  
X (Vi  \ Л ) ;  d e ^ d e д л я  е е £ .

Следствие 1.2. З а д а ч а  о м аксим альн ом  независим ом  потоке э к в и в а 
л ентна  зад ач е

шах у  (1Д). (5)

З а д а ч а  (5) известна к а к  з а д а ч а  о м акси м альн ом  полиматроидном пе
ресечении, д л я  реш ен ия последней существую т алгоритм ы  с полиноми
альн ы м  числом о бращ ен и й  к о р аку л ам , п роверяю щ им  принадлеж ность  
вектора  у  соответственно поли м атрои дам  А  и Q ь П о л и м атр о и д  Q { явно 
не задан . У каж ем , к а к  проверять  принадлеж ность :  г/ e Q j .  Определим 
множ ество  Q2(y) — { z ^ Z Vjl  : существует  поток (и,  х, и)  в G*, что v =  z  
и и ^ у ) .

Теорем а 1.2. Q2( y ) — полиматроид.
Следствие 1.3. В ектор  z ^ Q 2(y)  тогда и только  тогда, когда величина
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м ак си м альн ого  потока в о р гр аф е  G* со следую щ ими пропускными спо
собностями: у  д л я  дуг из s X H i ,  d  д л я  дуг  из Е\  z  д л я  дуг  из V2X t  равна  
z ( V 2).

Следст вие 1.4. Вектор t / e Q i  тогда  и только тогда, когда y ( V i )  =  
—m a x  { z ( V 2) : zeEQ2(y)[) P 2}.

З а м е ч а н и е  1. И з  теорем ы  1.2 вы текает  алгоритм реш ения з а д а 
чи о м акси м альн ом  независимом потоке с помощью ее сведения к поли- 
матрои дн ом у пересечению.

З а м е ч а н и е  2. Теоремы 1.1, 1.2 справедли вы  и в том случае, когда 
вместо кольц а  целых чисел Z  взять  поле R  — действительных чисел.

2. С ущ ествование независим ы х потоков. В [5] получен следую щ ий кри
терий непустоты полиматроидного  пересечения с задан ной  гиперплос
костью.

Т еорем а  2.1. П усть N — {1,  2, . . . ,  п}  и пусть Pi  и Р 2 — д в а  полимат- 
роида в Р Х  с ранговы м и ф ункциям и R i  и R 2 соответственно. Тогда 
Р ( а )  ■= {х е  Pi  П Pi ' . x ( N)  =  а} ф  0 ,  если и только если /?i(/4) +  
+ / ? 2 ( Л / \ Л ) ^ а  д л я  всех A ^ N .

Д о к а ж е м  аналогичную  теорем у д л я  независимых потоков. Пусть 
5 ,  Т е  V. П а р а  (S, Т) н а зы вается  (S, Г ) -р азр езо м  м нож ества V,  если 
5  U T = V , S [ ]  Т = 0 .

Т еорем а 2.2. Н езависим ы й поток величины а  сущ ествует в ор гр аф е  G 
тогда  и только  тогда, когда Ri  (Vi  f) Т)  + d ( £  f] ( 5 Х  T ) ) + R 2{V2 f] 5 )  ^ s a  
д л я  всех (S, Г )-разрезов .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теорем ы  2.1 и следствий 1.1, 1.2 н еза 
висимый поток величины а  существует  тогда  и только тогда, когда 
# i  {А)  +  R q, ( 1 Д \ Л )  > а  для  любых Л cz  V v  Неравенство R Ql (ВХ\ Л )  >  а — 
— R i  (Л) в силу теоремы 1.2 и следствия 1.4 справедливо тогда и только 
тогда, когда для  любых B c e V2 имеет место неравенство

R 2 (B)  +  R QA d ) ( V 2\ B ) > a ~ R 1 (A).  (6 )
Пропускные способности d* дуг  графа G* определим правилом d* =  О 

для  e ^ B X t  и d* =  сГг для  остальных дуг. Из следствия 1.3 вытекает, 
что RQ2(d) (V2\ B )  =  m ind* (Е * П (S*  х  Т*) ,  где минимум берется по всем 
разрезам (S*,  Т*)  орграфа G*,  но для минимального разреза (S°,  Т°)

d* (Е* П(5°ХР))  = d * ( E  n(S°X7’° ) )+ d * ( s X i4 )+ d * ( f iX 0  =
d ( E  П(S 0X T 0) ) ,  (7)

т. e. неравенство  (6 ) эквивалентно  следую щ ем у неравенству:

R , ( B )  + d (E П (S»X P ) ) ^ a - R i  ( I ) . (8 )
д л я  любых A ^ V i ,  B ^ V 2. Т а к  к а к  неравенство (8 ) справедли во  д л я  м и
нимального р а зр е за ,  оно тем более верно д л я  любого (S,  Т ) - р азр еза ,  о б 
ладаю щ его  свойством Hi П Т<=А, V2 f ) Sc=B.  У м ен ьш ая число незави си
мых п арам етров  в (8 ) по п р ави лу  В  =  V2 f| S, А  =  Vi  f] Т,  получаем  у твер 
ж дение  теоремы.
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