
[3]), в дальн ейш ем  п лани руется  р азр аб о тк а  второго в ар и ан та  системы 
С П Е Р К С -1  д л я  о бработки  таких  входных документов, в поле /* которых 
з а д ан а  н еф о р м али зо в ан н ая  естественно-язы ковая  информация.
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У Д К  519.926

А. А . Л Е В А К О В  

РЕГ УЛ ИР УЕ МОС ТЬ  Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х  СИСТЕМ

В работе  [1] введено понятие управляем ости  системы динамическим 
регулятором и показано , что линей ная  стац и он арн ая  система у п равляем а  
стационарны м линейным регулятором  тогда и только тогда, когда систе
ма у п равляем а ,  а регулятор  н аблю даем  [2]. И сследовани е  управляем ости  
различны х линейны х систем с помощ ью  регулятора  проведено в [1, 3]. 
В предлагаем ой  зам етк е  эти результаты  распространены  на нелинейные 
системы.

Рассм отрим  объект, описываемы й уравнениями: 
x = f ( t ,  х, у,  и ) ,  x ( t 0) = х 0 (1 ) ,  u = g { t ,  х, у ) ,  (2), y =  co(t, x, y ) , y ( t 0) =  г/0, (3) 
где x ^ R n, y ^ R h, /<=Д+ =  [̂ о, + о о [ ,  н е ! ? 1», f : R + x R n X R k X R m - + R n, 
g : R +X R n X R h R m, со : R + X R n X R k R h — /-кратн о  непрерывно д и ф 
ф еренцируемые функции. О бозначим  через

Х =  x ( t ,  t 0, Х0, Уо)

У — У {t, t0, Хо, УоУ 
решение системы (1) — (3) и через Г(|3, t, х 0), T ( t ,  Хо) — м нож ества  

г  (Р, t, Хо) =  {х  е  R'1 | X =  X (t, to, Хо, у'о), ||1/о“ У о |К Р } .

Г (/, Xa) =  {x<=Rn \ x = x { t ,  to, Хо, y 0) , y 0^ R k}-
Определ ен ия:  1. Систему (1) — (3) назовем ло кал ьн о  регулируемой 

вдоль x ( t ,  to, Хо, уо),  если д л я  всех р:> -0  и д л я  всех t  из некоторого про
м еж утка  ]/„, t\] точка x ( t ,  to, Хо, г/о) является  внутренней д л я  Г (р, t, х 0).

2. Систему (1) — (3) будем  н азы вать  регулируемой, если Г ( / ,  X o ) — R n 
при всех t из некоторого п р о м еж у тка  ]to, /х] и при всех X o ^ R n-

Введем оператор U, действующий на функции (t0, х 0, у 0) -*■ I  (t0, х0,

Уо) е  R n по правилу U  (£) =  +  - Ц -  ® {t0, х 0, у 0) +  f  (t0, х0, у0,
g  (to, х 0, Уо))- Степени оператора U определим равенствами U0 (£) =
i l n ( | )  =  U (Un- 1 (И)), я  >  1. Обозначим через R jt w j  следующие матрицы:

п  (  д т  (хо) d W  (хо) \  , v/ f (  d m  (х0) V  (  d U t  (х0)
J < i ~ \  ду0 ’ • • • ’ дуо Г  } “ I I  дуо ) ’ ■ ■ - ’ [  д 1л

(т — зн ак  тр а н с п о н и р о в а н и я ) .
Отметим, что м атрицы  Rj ,  Wj  строятся  непосредственно по парам етрам  
системы (1) — (3).

Теорема 1. Если сущ ествует  натуральн ое  число /  такое, что
ra n k  R j  =  n,  r a n k  W j ^ n ,  (4)

то система (1) — (3) яв л яется  локальн о  регулируемой вдоль x ( t ,  to, х о , г/о).
Доказательство легко вытекает из теоремы о неявной функции, так 

как ранг матрицы Якоби отображения z ( t ,  y'Q) =  x ( t ,  t0, х 0, y'0) — x ( t ,  t0, 
Xq, Уо) при у'о =  Уо и всех t из некоторого промежутка \t0, jfx] равен п.

2* 35



И з теоремы 1 следует, что если условие (4) вы полняется  при всех 
z/o^Q, где Q — некоторое подмнож ество  из R k, то система (1) — (3) я в л я 
ется локально  регулируемой вдоль x ( t ,  to, х 0, уо) при каж до м  z/o^Q- Д л я  
голоморфных систем верно почти обратное  утверж дение.

Теорема 2. П усть  ф ункции ю и g  голом орфны  около к аж д о й  точки 
(to, х 0, уо), z/0e Q ,  а ф ункц ия  f  голом орфна около к аж д о й  точки ( t , х 0, ус, 
g(to,  хо,'Уо)), z/o^Q. Если система (1) — (3) локальн о  регулируем а вдоль 
x ( t ,  t0, хо, уо) при каж д о м  z/0e Q ,  то условие  (4) имеет место д л я  всех у 0 
из некоторого откры того  плотного подм нож ества  м нож ества  Q.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П редп олож и м , что система (1) — (3) не удо
влетворяет  условию (4) при всех у 0 из некоторого открытого п од м н ож е
ства N  м нож ества  Q, хотя  система л о к ал ьн о  регулируем а вдоль 
x ( t ,  t0, Хо, уо) при к а ж д о м  z/0e Q .  Д л я  лю бой точки z/0e / V  существует 
окрестность Л с д /V этой точки и отрезок [/0, /*}, t * > t 0 такие, что функции 
t - > x ( t ,  to, х 0, у ' )  при всех z/ ' е Л  представимы в виде обобщенных ря
дов Ли

* (U t0, х0, У'0) =  2  ( t~ J o)S Us (*о), (5)
s =  0

сходящихся равномерно на [ /0, /*]. Из предложения 1.6 [4, с. 55] сле
дует, что система (1 )— (3) может быть локально регулируемой вдоль 
x ( t ,  t0, х 0, Уо) лишь, когда k ^ > n .  Отсюда и из (5) вытекает, что каж 
дая точка у'0 ^ : А  является  критической [4, с. 58] для  отображения 
У'0- + г У, Уд) — х  (t, to, х0, y'Q) — x ( t ,  t0, х 0, Уо) при каждом t из неко
торого промежутка [/„, t**\ ,  t0 < t * *  < П * . Согласно теореме Сарда [4], 
множество z ( t ,  А)  при каж дом t ^ [ t 0, t**] имеет меру нуль в R 11 [4], 
что противоречит локальной регулируемости системы (1 )— (3) вдоль x ( t ,  
t0, Xq, Уо)-

Р ассм о тр и м  теперь линейную систему

х = А  ( t ) x + B ( t ) u - \ - K ( t ) y ,  x ( t 0) = х 0 (6), u =  C ( t ) y + F ( t ) x ,  (7)
y = D ( t ) y + L ( t ) x ,  у (t0) = y Q, (8)

где x ^ R n, u<^Rm, y ^ R k, А,  В,  С, К,  F, D, L  — м атри ц ы  соответствующих 
размерностей, голом орф н ы е около точки /0- М атр и ц ы  R j  и Wj  д л я  си
стемы (6) — (8) не за в и с я т  от  у 0 и хо- А налогично теорем ам  1 и 2 можно 
д о к а за ть  следую щ ее утверж дение.

Теорема 3. С истем а  (6) — (8) явл яется  регулируем ой тогда и только 
тогда, когда  r a n k R j  =  n,  r a n k  W j ^ n  д л я  некоторого натурального  числа /.

Следствие.  Д л я  регулируем ости  линейной стац ионарн ой  системы х =  
= А х - \ - В и ,  х (0 )  = х 0, и =  Су,  y = D y ,  у ( 0) =  г/о, где А,  В ,  С, D  — постоянные 
м атрицы  соответствую щ их размерностей, необходимо и достаточно, что
бы r a n k  R n = n ,  r a n k  W n ^ r i .

П усть  P a Q  м нож ество  точек у 0, д л я  которых не вы полняется  условие
(4). И з теоремы  1 следует, что система (1) — (3) ло кал ьн о  регулируема 
вдоль x ( t ,  t0, х 0, у о ) , если z/0^ Q \ P -  Если  у 0 внутренн яя  точка д л я  Р  

и функции /, g,  о  удовлетворяю т  условиям  гладк ости  теоремы 2, то си
стема (1) — (3) не я в л яется  локальн о  регулируемой. Е сли  ж е  у 0 п ри н ад 
л еж и т  дР,  где д Р  — гр ан и ц а  м нож ества  Р,  то систем а м ож ет  быть л о 
кально  регулируем ой вдоль x ( t ,  to, хо, Уо), но м о ж ет  и не об лад ать  этим 
свойством (прим еры  2 и 3 ) .

П римеры.

1 • | *i = X* + «. *i (0) = 0 j Уг = А., У1 (°) = °»
1 х2 =  sin (txj) ,  х 2 (0) =  1, и =  у2, j у2 =  У\, У2 (0) =  0.

/0  1 0 0 2 0 \  / 0 0 0 0 2 0  
Для системы (9) =  ^  «'"з =  ( ,  0  0 0 0  1
Так  как ra n k /? 3 =  2, rank W 3 =  2, то система (9) является  локально регу
лируемой вдоль x ( t ;  0; 0, 1; 0, 0).
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2. [ *! =  «, ^ ( 0 )  =  0, I Ух =  Уг> Hi (0) =  о ^

4  =  х \ ,  х 2 (0) =  0, и =  y lt \ у 2 = о, у 2 (0) =0, Q =  Р 2

Так как  х2 >  0, то система (10) не является локально регулируемой 
вдоль x ( t \  0; 0, 0; 0, 0).

3- \ Хх =  и, x t (0) =  0, | уг =  У2, Ух (0) =  О
з I ■ о О1)

=  х и  х 2 (0) =  0, и  =  у ъ  1 у 2 =  0, у 2 (0) =  О, Q =  R 2.

О сущ ествляя  построение м нож ества  Г ((3, t, 0, 0) д л я  системы (11), у б еж 
даем ся , что эта система л о к альн о  регулируема вдоль x ( t \  0; 0, 0; 0, 0). 
Л егко  проверить, что д л я  систем (10), (11) точка у 0=  (0, 0) п ри н адле
ж ит дР.
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У Д К  517 .925

В. А . П Р О К А Ш Е В А

О Д Н О Р О Д Н Ы Е  СИСТЕМ Ы  ПЕРВОГО П О РЯ Д К А  
Б Е З П О Д В И Ж Н Ы Х  К РИ ТИ Ч ЕС К И Х  ТОЧЕК (случай А0^ 0 )

В работе рассматривается система:

а0и ' 2 +  axu ' v '  +  a2v ' 2 +  а3и2 +  — 0

60гг'2 +  biu ' v '  +  b2v ' 2 +  b3u2 +  bxiw +  bbv2 =  0, 

где ak =  ak (2 ), bk =  bk {z), k  =  0,5
Введением подстановки u — w - v  рассмотрение системы (1) сведется 

к рассмотрению  решений уравнения:

А 0 (2 , to) w ' a +  Ах (г, to) to '* - f  А 2 (2 , to) w ' 2 +  А 3 (2 , to) =  0, (2)

а ,  \ п  I д Р  . д Р ,  \ 2 д Р  (  д Р  , д Р г \  ,  ш  D , ,где A 0(z, w ) = P [ - w b0 ------^  О0J — ^ ( ^ b 0  ш  а0) (РЬ0 -  Р ^ )  +

а 0 ( Р Ь 0 —  Р  1<7о)',
ч „ п /  д Р  , д Р л \  (  д Р  „  дРх п  \  д Р  (  д Р  и 

Ах (г, to) =  2 Р  b0 - - ^ - a 0j  Qn  ^  Q01J  ^

+  т ё -  “•) № .  -  ■р А . )  —  ш ( - £ г ' Q"  -т я г  с «‘) ’• -  Р л )  +
+  Q01 (Rbo — R i°o)" 2о0 {РЬ0 — РхС10) (PQu  Р iQoi).

^  <г' »> =  р (4 ё  -  т я г « » ) ' -  1 г  ( - S - -  т ё -  в » )  <р « -  -
— Р 1Q01) ао (PQ11  — Р 1 Q01)- А- 2Q01 {Pb0 Р jOq) (P Q n  P 1 Q01) 1

A 3 (г, to) =  Q01 (P Q n  —  P jQ o i)2, причем P  =  P  (2 , to) =  o0to2 +  a4to +  a2, 

P i  =  P i  (zito) =  y0to2 - f  bxw +  b2, Q01 =  Q01 (2 , to) =  a3w 2 - f  a4to +  a 5, Qu  =  

=  Q u  (2 , to) =  b3w2 - f  b4to +  b-a.
М ожно доказать, что уравнение (2) в случае Л о =^=0 представимо 

в виде:
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