
Р ассм отри м  случай, когда кри сталл  устан овлен  вдали  от точного вы ­
полнения условий диф ракции, т. е. | a / g (т) | 1. Здесь  имеется только
п ро х о д ящ ая  нейтронная  волна, волновая  ф ункция которой имеет следую ­
щий вид:

L  L

фа =  са ( в  (а) exp (ik,  j  е’ dz /y 0 ) +  0  (—- а) exp (ik0 ( s’ dz /y 0)} (16)
о о

[ 1  а  >  О, 
где 0 ( « )  =  ) о а < 0

З апи ш ем  в ы р аж ен и е  д л я  вектора п оляризац ии  Р х и Р у проходящ ей 
волны

L  L

Р х =  в  (a) cos (/г0 Re j  (е~ — е+) d z / y 0) exp (— k0 Im j ( s -  +  s+) d z / y 0) +
0 0

L  L

+  0 ( — a) cos (^0 Re j  (e~ — e+) d z / y 0) exp (— k0 Im ( (g -  +  e+) d z / y 0). (17)
о 0

Компонента P y получается  из P x зам еной  cos на — sin.
Оценим в к л а д  добавки  Д у с рав.,  обусловленной взаимодействием  с г р а ­

витационным полем Зем ли , в полный угол поворота спина нейтрона. П р е ­
небрегая  членами, меньшими чем | ^ ( т ) / а | 2, получаем  следую щ ее вы ­
р а ж е н и е  д ля  величины разности в^(2) — е ~ 2) , зави сящ ей  от грави тац и он ­
ного потенциала:

Ч {2) - еГ(1 ) |грав. =  (± , • - g - '  • ^ { [ ( Р а  +  (1 - Р )  (g  (0) +

+  р ^ / ^ о ) ) 2 +  4pg- (т) g  (— -т)]—1/2 +  [(Ра +  (1 — Р) (g  (0) —
-  \ хН /Е0)У  +  4(3g  (т) g  ( - т)]-1/2}. (18)

Тогда, как  следует  из (17) и (18), гр ави тац и он н ая  д о б ав к а  в полный 
угол поворота спина нейтронов, д и ф раги рую щ и х  на семействе кр и стал ­
лографических плоскостей (220) м онокри сталла  кремния толщ иной L =  
=  1 см, р авна  0,5 р а д  при следую щ их значениях  входящ их в (19) п а р а ­
метров: &0 =  3 ,14-108 с м - 1, Н =  104 Гс, а =  1 0g (0 ) ,  (3 =  0,5.

Т аки м  образом , в условиях динамической  ди ф ракц и и  в немагнитном 
кр и стал л е  влияни е  гравитационного  п оля  З е м л и  на прецессию спина 
нейтрона усиливается  на несколько порядков, и появляется  возм ож ность 
его обнаруж ить .
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У Д К  621 .372 .412

М. П А Т Е К ,  А. П. Х А П А Л Ю К

М Е Т О Д  Р А С Ч Е Т А  П А Р А М Е Т Р О В  
О С Н О В Н О Й  М О Д Ы  Р Е З О Н А Т О Р А  С Л И Н З О Й

В н астоящ ее  врем я часто приходится рассчи ты вать  в п аракси альном  
при ближ ении  откры ты е оптические резонаторы , услож нен ны е внутрен­
ними эл ем ентам и  типа оптических линз, гауссовы х д и а ф р а гм  и т. д. П ри 
этом ш ироко использую тся м атричны е методы [1], отличаю щ иеся  уни-
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R,a) MW  версальностью  и простотой. К недо­
статк ам  этих методов следует отне­
сти м алую  наглядность. В работе  [2], 
исходя из простых физических сооб­
р аж ен и й  и известных ф ормул гео­
метрической оптики Гаусса, введено 
понятие эквивалентного  резонатора  
(Э Р ) .  Хотя в принципе лю бому 
слож ном у резонатору  можно сопо­
ставить простой Э Р , обладаю щ ий 
такой  ж е  м атрицей  обхода [3, 4], од ­
нако  предлож енн ы й в [2] метод не 
д ае т  возм ож н ости  определить все п а ­
рам етры  поля собственных мод [5, 6].

В данной работе  этот  вопрос рассм атр и вается  по-новому, исходя из 
строгих (в п ар ак си ал ьн о м  приближ ении ) формул. С целью м ак с и м а л ь ­
ного упрощ ения и зл о ж ен и я  рассм атр и вается  резонатор , услож ненный 
одной линзой. Е м у  сопоставляю тся  д в а  простых Э Р , которые затем  по­
зволяю т стан дартн ы м  о б разом  определить все п ар ам етр ы  собственных 
мод исходного резонатора . П а р а м е тр ы  Э Р  м ож но определить к а к  а н а ­
литически, т а к  и граф и чески  в соответствии с простыми зако н ам и  гео­
метрической оптики Гаусса .

Р ассм отри м  резон атор  типа Ф абри  — П еро (рис. 1) с коэф ф иц иента­
ми о тр аж ен и я  зе р к а л  R j ( x )  ( /= 1 ,2 )  и функцией передачи  линзы  М ( х ) :

Рис. 1. С хем а и сходн ого  резонатора. 
Стрелки и индексы  а  и & определяю т на­
правления распространения собственны х  

гауссовы х м од

R )  (х) =  Roj  exp
ik N x 2 

Pi
M  (x) =  exp i k N x 2 

2/ (1)
где Roj —  постоянны е числа, p j — ради усы  кривизны  зеркал ,  /  — ф окус­
ное расстояние линзы  и IV — п о к азател ь  п релом ления  среды ( /V = n - f ix ) .  
О граничиваясь  основной (гауссовой) модой, будем искать  ее в виде сум ­
мы гауссовых пучков:

А 0е ± ‘Ш гЕ  (х, г) = ехр k N
ktiw 2 ±  i (z  —  /) (2)

У  k n w 2 ±  i (z  —  I)

где A 0 — п остоянная  ам плитуда, w  — ради ус  пучка в локусе (п ер етяж ­
к е ) ,  I — полож ен ие  локуса  на оси; z  — неизвестные парам етры , которые 
находим из граничны х условий на зе р к а л а х  и линзе:

(х, zx) =  R 1 (х) Е \ { х ,  Zj), Е \  (х, z2) R 2 (х) =  Е \  (х, z2),

Е а2 (х > zo) =  М  (х) Е ах (х, z0), E b2 ( х ,  z0) М  (х) =  Е \  (х, г0). (3)

Смысл индексов ясен из рис. 1.
П одставляя (1), (2) в (3) и приравнивая в экспонентах коэффициенты 

при х2, получаем систему относительно комплексных параметров iija =  
Чь = — ljb— iknwJb:

1 1

х% получаем 
=  lj a —  iknwja, Ujh

1
u l  a  —  г 1 

1

1
U1 b +  г 1 

1

2

Pi ll2a Z'2 

1
u 2b ■ 
1

2

Рг

u1 a ■ Z0 u2b +  z 0 ulb “Г  z0 f (4)

С истема (4) равн оси льн а  в матричном представлени и  обходу волной р е ­
зонатора . О на со дер ж и т  две  пары  неизвестных п ар ам етр о в  пучков, рас­
простран яю щ и хся  соответственно м еж д у  первы м зер кал о м  и линзой 
и линзой и вторы м зер кал о м . В соответствии с таки м и  представлениям и 
удобно вы б р ать  м етод  реш ения  задачи . И з  (4) м ож н о исключить п а р а ­
метры  пучков, р асп р о стр ан яю щ и х ся  м еж д у  линзой  и вторым зер кал о м  
(/ =  2 ) ,  а у р авн ен и я  д л я  п арам етров  пучков, р асп ростран яю щ и хся  м еж ду  
первым зер к ал о м  и линзой  ( / = 1 ) ,  зап и сать  в виде

1 1 2 1  1 2 / сч
(5)

и 1 а  —  * 1 ui b +  zi Pi u l  a  z 2eq 2 eq P2eq
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где z2eq и pieq определяются из уравнений
_ 1  1 _  1 1

f  ’ Z2 — z0 — р.c 2 eq —  Zn c2eq ' ' Pzeq =  - p  (6)

А налогично исклю чим из (4) п ар ам етр ы  с индексами / =  1 и найдем у р а в ­
нения д л я  определения  парам етров  с индексами /  =  2:

1 1 2 1  1 2 (7)
и2а— г1е? и-2й +  г1е<7 Pie<? ’

где и р1е(? находятся из уравнений
игЬ +  z2 Р2

1 1 1
— , . , -------------------- Ц    =  -V- (8)Ziec, — г0 z1 — z0 f  z leq  —  z0 +  p leq z 1 ~ z 0 - \ - p 1 f  v '

По отдельности обе системы (5) и (7) допускаю т простую физическую 
интерпретацию. Они имеют одинаковы й вид и полностью совпадаю т с 
соответствую щ ими уравнениями д л я  некоторого простого (без линзы) 
ЭР. Э кви вален тн ы е  резонаторы  образован ы  одним зеркалом  исходного 
резонатора , а п ар ам етр ы  второго (эквивалентного) з ер к ал а  определяю т­
ся соответственно уравнени ям и  (6) и (8), которые можно интерпретиро­
вать к а к  ф орм улы  геометрической оптики Гаусса, описываю щ ие прелом ­
ление лучей в линзе  [7]. Это откры вает  дополнительны е возможности 
использования  простых и н аглядн ы х геометрооптических методов опре­
делен ия  парам етров  ЭР.

П ер вы е  ф орм улы  в (6) и (8) определяю т полож ение эквивалентны х 
зе р к а л  Zjeq. В ерш ина  эквивалентного  зе р к а л а  ок азы вается  изображ ением  
в линзе  верш ины  зе р к а л а  п рооб раза  (рис. 2). А налогично вторые ф о р ­
мулы в (6) и (7) определяю т полож ение центров кривизны эк ви вален т­
ных зеркал :  cieq — Zieq-\-p{eq и C2eq =  Z2eq—p2eq, если известны центры кри-

-р2. Точки Cjeq  Я В Л Я Ю Т С Я  И ЗО -визны зеркал -прообразов : Ci =  Z i+ p i ,  C2 = z 2- 
бр аж ен и ям и  в линзе  точек Cj (см. рис. 2).

О днако  при использовании геометрического метода определения п а ­
рам етров  эффективного  резонатора  следует строго п р и держ и ваться  из-

и-i/
гА1 !• / 

-----
\ , 
V 
\\

\  j F

Рис. 2. С хем а построения эквивалентного резонатора: 
а  — первый ЭР; б — второй ЭР. Сплошными линиями обозначены реальны е зер кал а , ш триховыми -

эквивалентны е
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вестных прави л  знаков  [7]. Все расстояния  отсчиты ваю тся  от линзы, а по­
лож и тельн ое  нап равлен и е  удобно вы бирать  по нап равлени ю  к известной 
точке (п рооб разу ) ,  изображ ен и е  (образ)  которой нуж но найти. П оэтому 
член в ф орм улах  (6) и (8) с расстоянием до п рооб раза  всегда нужно 
брать  полож ительны м, если он о каж ется  отрицательны м , равенство  не­
обходимо ум нож ить  на — 1. З а т е м  следует определить  зн а к  правой части, 
в которую  входит ф окусное расстояние линзы. Если  п р а в а я  часть после 
этого о к аж ется  полож ительной, об р аз  точки п р ед лагается  искать  по п р а ­
вилам  построения и зо б р аж ен и я  в собираю щ ей линзе, в противном слу­
чае  — в р ассеиваю щ ей  линзе. Это правило не зависи т  от того, будет р е ­
ал ь н а я  линза  р ассеиваю щ ей  или собирающ ей.

В реальном  резон аторе  линза  находится  м еж д у  зер кал ам и , поэтому 
сл агаем ы е  в первых равен ствах  системы (6) и (8) всегда полож ительны  
( z2— z 0, z 0— Z i > 0 ) ,  и искомые точки zieq и z 2eq мож но определить по п р а ­
вилам  построения в той линзе, которая  реально  находится  в резонаторе.

Б о л ее  с л о ж н ая  ситуация  скл ад ы вается  при нахож дени и центров кри­
визны эф ф ективны х зе р к а л  cleq и c2eq. С вязан о  это с тем, что расстояние 
от линзы  до центра кривизны  реальн ы х  з е р к а л  (Ci и с2) м ож ет  иметь 
р азн ы й  знак. Если с2—z0> 0 ,  щ —Z i-<0  (см. рис. 2, в ) ,  то изображ ени я

и с2 н аходятся  т а к  ж е, к а к  и и зо б р аж ен и я  точек Zi и z 2. В противном 
случае, когда центр первого зе р к а л а  н аходится  справа  от линзы  
( z0—  C i < 0 )  или центр второго зе р к а л а  — слева  от линзы (г0— с2> 0 )  
(см. рис. 2, а ) ,  д л я  определения  точек cleq и c2eq при построении следует 
поменять зн ак  фокусного расстояни я  линзы. Если  р еал ьн ая  линза  со­
б и р аю щ ая , соответствующ ие проекции следует строить д л я  рассеиваю ­
щей линзы  и наоборот. Н а  рис. 2 л инза  п р ед п о л агается  собирающей, 
и точка Cie3 явл яется  образом  точки Ci в соби раю щ ей  линзе, а точка 
Czeq —  образом  точки с2 в рассеиваю щ ей линзе. Ф орм ально  это о слож н е­
ние связан о  с тем, что (6) и (8) не всегда совп ад аю т  с ф орм улам и  Г аус­
са геометрической оптики линз; в ф орм улах  Гаусса  и в ф орм улах  (6) или
(8) зн ак и  фокусны х расстояний могут о к а за т ь с я  противополож ными. 
О тсюда, в частности, следует, что экви вален тн ы е  зе р к а л а  строго не я в л я ­
ю тся и зо б р аж ен и ям и  реальны х  зе р к а л  в линзе.

Ф изический смысл этих построений довольно очевиден в геометрооп­
тическом лучевом представлении: лучи (или их п р о д о л ж ен и я) ,  н о р м ал ь­
ные к поверхности реального  зер к ал а ,  после прохож дени я  линзы  меняют 
н ап р авл ен и я  распространения , сходятся  у ж е  в центре эквивалентного 
зе р к а л а  и ок азы ваю тся  норм альны м и к его поверхности. Д о  линзы они 
н орм альн ы  к поверхности реального  зе р к а л а ,  после линзы  — к поверх­
ности эквивалентного  зер кал а .

Д л и н ы  Э Р  djeg и ради усы  кривизны  их экви вален тн ы х  зер к ал  pjeq н а ­
ходятся  по ф о рм улам  (их можно т а к ж е  определить  из очевидных гео­
м етрических п о стр о ен и й ) :

d le q  =  —  Z1 =  Z2 —  Z1 +  f ^ ~  ̂  , d i e q = % 2— Zl e q = Z 2— Z1 +

D   fj£i 0 ____________ Z!Pi  /д\
' leq (f  -f- Z1 —  z o)(f  +  Pi “Г г 1 —  zo) 1 “eq (f ~  z 2 ~h z 0) ( /  +  P2 —■ г 2 +  2o)

З н а я  расстояни я  м еж д у  зе р к а л а м и  Э Р  и их ради усы  кривизны, п а р а ­
метры  собственных пучков резон атора  оп ределяю тся  у ж е  стандартны м  
образом  по известным ф о рм улам  [1]

П а р а м е тр ы  Э Р  изм еняю тся  в ш ироких пределах  в зависимости от 
зн ачен и я  фокусного расстоян и я  и полож ен и я  линзы . С изменением п а ­
рам етров  линзы  радиусы  кривизны  зе р к а л  Э Р  и его дли н а  могут менять 
знак . И зм енение  зн а к а  р ади уса  кривизны  зе р к а л  означает, что в Э Р

, / , т  =  1, 2, } ф т .  (10)
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они стан о вятся  выпуклыми, если в исходном были вогнутыми или наобо­
рот. Д л и н а  р езонатора  здесь определена как  разность координат  п оло­
ж ен и я  зер кал ,  и ее зн ак  зависи т  от порядка  нумерации зер кал ;  поэтому 
отри ц ател ьн ая  д ли н а  р езонатора  означает, что первое зер кал о  р асп о л о ­
жено правее  второго. Отметим, что форм улы  (10), определяю щ и е п а р а ­
метры собственных пучков, остаю тся  справедли вы м и во всех случаях, 
в том числе и при отрицательной длине Э Р.

У словие устойчивости обоих резонаторов  требует, чтобы радиусы  соб­
ственных пучков в локусах  бы ли полож ительны ми, т. е. д о лж ен  быть по­
лож и тельны м  числитель в правой  части первого равенства  (10). Это 
условие о к азы в ается  одинаковы м д л я  обоих Э Р , поэтому условие устой­
чивости одного из двух Э Р  одновременно о зн ач ает  устойчивость второго 
и, следовательно , устойчивость исходного резонатора  с линзой. Спектр 
собственных частот  и порог генерации т а к ж е  одинаковы  д л я  обоих ЭР. 
И м ею тся  другие возм ож ности  введения Э Р . Н апри м ер , в работе  [2] вво­
дится  один Э Р , п ар ам етр ы  которого подби раю тся  таким  образом , чтобы 
дать  п рави льн ы е разм еры  поперечного сечения генерирую щих пучков на 
вы ходящ их зе р к а л а х  резонатора.

П редставлен н ы й  метод эквивалентны х резонаторов м ож ет  быть 
использован н ар я д у  с известным матричны м методом А В С Д  [1]. П ри  
сравнительной простоте и универсальности  метод Э Р  о б л а д а е т  зам етно 
больш ей наглядностью  и п озволяет  применять простые графические 
приемы в исследовании оптических резонаторов.
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