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В р аботах  [1] изучались гибридны е н ап р авл яем ы е  Н Е - и Е Н -м оды  
симметричного плоского диэлектрического  волновода (П Д В )  в общем 
случае  комплексности п о к азател ей  прелом ления  N j  =  rij— ixj  слоя ( / = 1 )  
и окр у ж аю щ ей  среды (/ =  2 ) .  Н а п р а в л я е м ы м и  считались моды, которые, 
расп ростран яясь  в волноведущ ем слое, не обмениваю тся энергией с вол 
нами, р аспространяю щ им ися  вне слоя. П оказан о , что условия  н а п р а в л я е 
мое™  существенно различны  д л я  Н Е - и ЕН -мод; только в случае  отсут
ствия поглощ ения в слое (%i =  0) они совпадаю т и могут быть запи сан ы  
в виде

eix sh (kdnie2x) ± е 2х sin (kdriieix) =0 , (1)
где d — толщ ин а слоя; k — a/c  — волновое число в вакууме; верхний зн ак  
соответствует симметричным, ниж ний — антисимметричным решениям. 
К омплексны й единичный вектор волновой норм али  парц и альн ы х  плоских
неоднородных волн (П П Н В )  в слое  e =  e i + t e 2 в прямоугольной д ек а р то 
вой системе координ ат  (ось х  н о р м ал ьн а  к границам , вдоль оси z имеет 
место реж им  бегущей волны) зап и сы вается  в виде [2]
ех=  {ch '&(cos а, 0, sin а)}, е2=  {sh €■(—sin а  cos ц, sin ц, cos а  cos ц)}, (2)
где а  — угол падения  (угол м еж д у  вектором ф азовой норм али  и нор
м алью  к границам ; эти векторы определяю т плоскость п ад ен и я ) ;  Ф — п а 
рам етр  неоднородности (при #  =  0 волна  однородн а);  ц — п ар ам етр  не-
к ом п лан арности  (угол м еж ду  вектором  амплитудной норм али  е% и п ло
скостью падения; при т] =  0 волна  ком п лан арн а ,  т. е. д в у м ер н а ) .

О становим ся  на п редставляю щ ем  практический интерес в оптике слу
чае  прозрачности обоих сред  (%i =  x2= 0 ) ,  когда дисперсионные у р а в н е 
ния гибридных мод можно зап и сать  в виде [1]
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Т аки м  образом , з а д ач а  н ах о ж ден и я  н ап равляем ы х  м одовых решений сво
д и тся  к решению системы трех  (одного комплексного (3) и одного вещ е
ственного (1 ))  трансцендентны х уравнений относительно трех вещ ест
венных величин е1х, е2х и kd.  В и д  этих уравнений не изменится, если од 
новременно изменить знаки  e ix и е2х, поэтому при их исследовании всегда 
м ож но ограничиться  неотриц ательны м и значениями е1х (или е2х, если 
<?1ж =  0 ) . У равн ения  М ак с в е л л а  и граничны е условия  не позволяю т 
уточнить з н а к  корня в п р авы х  частях  (3) [4]. Н еравенство
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Im ] / л |  — n \ ( \ — e \ ) < . Q  обеспечивает затухан и е  полей вне слоя при 
\ х\  -*■ оо (собственные моды [3, 5]). Д ругой  зн а к  соответствует модам, 
экспоненциально н арастаю щ и м  при удалении от границ  и, сл едо ватель 
но, не удовлетворяю щ им  условию  излучения З о м м ер ф ел ьд а  (моды утеч
ки [6] или несобственные моды [3, 5]). К а к  и в [1], исследуем возможность 
реали зац и и  н ап р авл яем ы х  мод д ля  обоих вариантов  знака .

У равн ение  вида (1) имеет ненулевые корни относительно k d  только 
в двух случаях  [1]: 1) е2х= 0 ,  е1х> 0  (скользящ ее  затухание)  и 2) e lx =  0, 
е2х~>0 (скользящ ее  распространение  П П Н В  [7]). Р ассм отри м  их по от
дельности.

Скользящее затухание.  В этом случае имеется три вар и ан та  н а п р а в 
ляем ы х  решений: 1) поперечные моды, реали зуем ы е  плоскими однород-
ными волнам и  с e = { c o s o c ,  0, s in  а} ;  2) поперечные (гибридные) моды,
р еали зуем ы е  плоскими неоднородными волнам и при их ком планарном
(неком планарном ) относительно норм али  к границ ам  распространении

*—>' —>■
и нулевом угле падения  с e = { ch '& , 0, i sh ft} (е =  {ch О, i sh Ф sin rt, 
i s h '& c o s r i ) ;  3) гибридные моды, р еализуем ы е плоскими неоднородными
волнам и при т]=л;/2 с е =  {ch tt  cos a, i sh ф, ch Ф sin a} .

Д исперсионны е уравнени я  (3) имеют реш ения только  при выполне
нии условия

e?i < ■ ( * ? — «!)/«?■ (4)
И з  (4) видно, что д л я  полого диэлектрического  волновода (t i i< in2) нель
зя  р еал и зо в ать  н ап р ав л яем ы е  модовые реш ения вещественными ех 
(в частности, и плоскими однородными волнам и) [6]. В первом варианте  
р еал и зац и и  н ап р авл яем ы х  мод неравенство (4) соответствует общ еизве
стной области  полного внутреннего о тр аж ен и я  (П О ) [8]:

п  1 sin а ^ п 2. (4 а)
Эти моды хорош о изучены и мы о стан авли ваться  на них здесь не будем. 
Д л я  второго в ар и ан та  неравенство  (4) не имеет см ы сла  и, следовательно, 
такие  н а п р ав л я е м ы е  моды не реализую тся . В третьем варианте  неравен 
ство (4) имеет вид

п 2 ch2 Ф cos2 a  п \  ■— п 2. (4 6)

П ри этом реш ения  дисперсионных уравнений (3) относительно приве
денной толщ ин ы  (частоты) kdtiy мож но зап и сать  в виде

ch #  cos а

„ arctg f  Y n 2 ( 1 — ch2»  cos2 a) — 1
— arcctg \ n ch #  cos a

arctg  f r t / n 2(l — ch2fl cos2 a) — 1
ЩП ±  Z arcc{g у ch Ф cos a

(5)

где n  =  « i /n 2, m±, m 2= 0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . .  И з  задан ного  значения  ch Ф cos a  =  
=  const волновы е п ар ам етр ы  а  и ф не определяю тся  однозначно и, сле
д овательно, имеется о д н оп арам етри ческая  счетная  серия собственных 
частот, разли чн ы е  д л я  симметричных и антисимметричны х Н Е- и ЕН-мод. 
М е ж д у  собственной частотой моды и пространственной структурой ее 
поля однозначного  соответствия не существует. К а к  следствие все часто
ты бесконечно вы рож дены . Это означает, что д л я  задан ной  собственной 
частоты им ею тся и н тервалы  значений волновы х п арам етров , на которых 
они могут при ним ать  произвольны е значения. К ром е того, частоты могут 
совп адать  д л я  мод разли чн ы х  серий к а к  внутри симметричных и, соот
ветственно, антисим м етричны х Н Е- и Е Н -м од , т а к  и м еж д у  ними. В п р е 
деле  д л я  однородны х волн неравенство (4 б) переходит в (4 а ) .  Р а в е н 
ство в (4 б) соответствует предельном у значению  П О , когда имеется 
о д н о п ар ам етр и ческ ая  серия собственных частот  (5 ) ,  одинаковы х д л я

Н Е- и ЕН-мод: kd пх =  —H r .1- к -— '1 -  ( т = 1 ,  2, . .  .), где четные
z у  л2 — 1
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значения т  отвечают симметричным, а нечетные — антисимметричным 
решениям. О днако  д а ж е  в этом предельном случае пространственная  
структура  поля  каж дой  частотной моды не определяется  однозначно 
и м ож ет  быть весьма разнообразной . Д ействительно, из равенства  (4 б) 
мож но определить один из п арам етров  (а  или # )  и записать  вектор вол
новой норм али  через другой парам етр

Y п2 — 1 • ^  g Y sh2 Ф +  1 1  /  V ti2 — 1 / и 2 sin2 а — 1
J 1  ̂ J „ ( I n *  п г/ ’

У У  - L t g a | .  (6)

Н а  п ар ам етр  неоднородности ф в (6) не н ак л ад ы в ается  каких-либо о гр а 
ничений, и он м ож ет  быть произвольны м ( й ^ О  [2]); угол п адения  а,  
если он больш е предельного угла  П О  («up) однородных волн, т а к ж е  мо
ж ет  приним ать произвольны е значения  ( а пр^ а ^ я / 2  [2]). П ри  этом соб
ственная частота  моды не меняется. В этих случаях  увеличение п а р а м е т 
ра неоднородности волны требует  одновременного увеличения угла  п а 
дения (и наоборот).

Д л я  н ап равляем ы х  Н Е -м о д  м ож но построить уни версальн ы е д испер
сионные кривы е [1], справедли вы е и в случае прозрачности сред, если 
полож ить в соответствующ их величинах т  =  К2 =  0. Д л я  н ап равляем ы х  
Е Н -м од  в общем случае налич ия  поглощ ения таких  универсальны х з а 
висимостей построить нельзя  [1]; это, о казы вается , возм ож но только  в 
случае прозрачности  обоих сред. Д ействительно, с учетом условия  (4) 
дисперсионное уравнение Е Н -м о д  (3) мож но представить  в удобном д ля  
графического ан ал и за  виде

V У а  .— L—  =  р л ±  arctg я » У .1 - . л .1:11 (7)
A J ’ у 4

где р =  1 , 2 , . . .  — модовое число; V = k d V n \  —  п \ >  0 — норм и рован ная  
толщ ина (частота) П Д В  (парам етр  во л н о во д а) ;  А = п \ е \ х1(п\  — п\)  — 
нормированный поперечный п о к азател ь  прелом ления  (ф азовы й  п а р а 
метр) ( 0 ^ Л ^ 1 ) ,  и отрицательное значение корня в правой  части отве
чает дисперсионному уравнению  собственных, полож ительн ое  — несоб
ственных н ап равляем ы х  мод. В отличие от н ап р авл яем ы х  Н Е -м од  в у р а в 
нении (7), помимо V,  есть ещ е один независимы й п ар ам етр  п,  необходи
мый д л я  представления  общей волноводной структуры  [9]. Н а  рис. 1 пред
ставлены  дисперсионные зависимости  A = A ( V )  д л я  различны х значений 
тг= 1,1 ( 1 , а ) ;  1,5 ( 1 ,6 ) ;  10 ( 1 , е ) ;  оо ( 1 ,г ) .  Сплош ны ми линиям и п о к а 
заны  дисперсионные кривые собственных, ш триховы ми —- несобственных 
н ап равляем ы х  мод. Д л я  слабо н ап р авляю щ его  П Д В  {nl m n 2 [10]) у р а в 
нение (7) со вп ад ает  с аналогичны м  уравнением  Н Е -м од  [1] (при xi =  
= Х 2 = 0 )  и н ап р авл яем ы е  Е Н -м оды  м ало  отличаю тся  от соответствую 
щих НЕ-мод. Д л я  них м ож но использовать ун и версальн ы е дисперсион
ные кривые Н Е -м о д  [1]. П ри  т г ^ -о о  имеет место вы рож дение  по номеру 
моды: дисперсионные кривые четырех мод Е Н 0-, Е Н г ,  ЕН(2)-, Е Н (3)- сли 
ваю тся в одну кривую, а мод Е Н 2-, Е Н 3-, Е Н (4)-, ЕН(5)- в другую  и т. д., 
дисперсионная кри вая  Е Н (1)-моды сливается  с осью ординат. Очевидно, 
что все моды, кроме Е Н 0-, имею т критическую  дли ну  волны (критиче
скую миним альную  толщ ину волновода) .  Д л я  них волноводный эф ф ек т  
имеет место только при дли не  волны больш ей некоторого минимального 
значения  (для  задан ной  толщ ины  П Д В ) .  В точках  отсечки собственных 
мод Ут =  т л  (т  =  1, 3, . . .  д л я  антисимметричны х и /и =  2, 4, . .  . д л я  сим-

. ,  У  п\  -  п1метричных реш ении) реш ение получается  аналитически  е1х=      >
• * 1

kd  =  —  тл  . Условие отсечки антисимметричной несобственной моды 1 / 2 2  У  д  — «i
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Р ис. 1. Д исперсионны е кривые гибридны х направляем ы х Е Н -м о д  в случае скользящ его
затухан и я  П П Н В :

/  — Е Н 0-; 2 — 3 — E H i - ;  4 —  Е Н (2 )П  5 — Е Н 2-; 6 —  EH^gj - ;  7 — Е Н 3-; S — Е Н ( 4 ) - ;  9—
Е Н 4-; 10 — Е Н (5 ) - ;  11 — НЕо-моды

первого порядка  имеет вид 1/(1) =  2 /п2; этой точке соответствует т р и в и ал ь 
ное решение £* =  0. Условия отсечки остальны х несобственных мод нель
зя  вы рази ть  аналитически: они определяю тся  путем совместного реш ения
(7) и уравнени я  V ' { A )  = 0 .  С увеличением разл и ч и я  п оказателей  прелом 
ления  ( п —>-оо) величина отсечки неизменна д л я  собственных и ум ень
ш ается  д л я  несобственных мод. К а к  и Н Е 0-мода [1] Е Н 0-мода не имеет 
отсечки и существует  при лю бы х условиях. П ри  этом она слабее  о гран и 
чена волноведущ ей сердцевиной и имеет меньш ую ф азовую  постоянную
[10] (см. рис. 1). С ледовательно, основной модой симметричного пр о зр ач 
ного П Д В  явл яется  Н Е 0-мода.

Скользящее распространение.  В этом случае  в ы р аж ен и е  (2) приво
дит  к поперечным (гибридны м) модам, реали зуем ы м  плоскими неодно
родны ми волнам и при их ком п лан арном  (неком планарном ) относитель

но норм али  к гран и ц ам  распространении  и угле падения  л /2  с е =
—у

=  {— i sh Ф, 0, ch -O'} ( е =  { — i sh  Ф cos т], — i s h d s i n r ) ,  ch O } ) .  Теперь д и 
сперсионные у р авн ен и я  (3) имеют реш ен ия только  при выполнении 
условия

е\к =  sh2 ft cos21] > ( « 2— ni )1пЬ (8)
Очевидно, что неравенство  (8) всегда вы полняется  при n i > n 2, когда лю 
бы е реш ения дисперсионны х уравнений (3) в виде мнимых ех ( 6 ^  =  0) 
будут  н ап р ав л я ем ы м и  модами. В общ ем случае  при выполнении (8) 
дисперсионное уравн ен и е  Е Н -м о д  (3) становится  действительным урав-
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нением относительно е2х и Ы  и ввиду ограниченности функции гипер
болического тангенса имеет смысл при n i > n 2 только д л я  антисим м ет
ричных, а при t i i C n z  — только д л я  симметричных решений

где норм ированны е величины V = k d  V \ n \  — « |  | >  О, А  — п \  e | t / |  п \  — |

( А ^ О )  и отрицательны е значения  А
корней в правы х частях  отвечаю т ди- /Д  ,

зя вы р ази ть  аналитически: оно опре
деляется  путем совместного реш ения второго уравнени я  (9) и у р ав н е 
ния V ' ( A )  = 0 .

У словия (4) и (8) п ри водят  к тому, что поперечное волновое число 
той части поля, которая  находится  вне П Д В , приним ает  только чисто 
мнимые значения: k N 2e'x = i k Y п \  —  п \ —  п \е \х или k N 2ex = i k Y п \ — « 2 + % eL* 
Следовательно, критерий н ап р авл яем о е™  (1),  введенный д л я  выделения 
мод, которые, р асп р о стр ан яясь  в волноведущ ем слое, не обмениваю тся 
энергией с волнами, распространяю щ им ися  вне волновода, помимо этого, 
отби рает  из класса  ком плексны х волн только поверхностные. К а к  изве
стно [3], только д л я  поверхностных волн полный поток мощности, пере
носимый в направлении оси z, отличен от нуля.

Е сли  совместить рис. 1 и 2, мож но видеть, что дисперсионные кривые 
н ап равляем ы х  Е Н -м од  (прозрачны е ср еды ) ,  к а к  и н ап р ав л яем ы х  Н Е -м од  
[1], в совокупности образую т  зам кн утую  ф азовую  траекторию  в д вум ер
ном пространстве  независим ы х парам етров  V и А  (причем эти п а р а м е т 
ры приним аю т все возм ож н ы е значения  от нуля  до бесконечности).

Заключение.  И сследованн ы м и двум я  типам и решений (вещ ественны 
ми или чисто мнимыми ех),  вообщ е говоря, не исчерпы ваю тся все воз
мож ны е реш ения дисперсионных уравнений (3). П о к аж ем , что кроме них 
существуют комплексны е реш ен ия вида ex = e lx-j-ie2x (е1хф 0 ,  е2х=А=0) (не- 
н ап р авл яем ы е  м оды ), которы е не удовлетворяю т  критерию  н а п р ав л я е 
мое™ (1).  Д о к азател ь ств о  проведем д л я  симметричных Н Е -м о д  (анало-

V Y  А
2 (9)

личных значений /2 =  1,01; 1,1; 1,5 
(кривые 1, 2, 3) и 1/л =  1,01; 1,1; 1,5 
(кривые 4, 5, 6 ).  Д исперсионны е кр и 
вые антисимметричной при п-*~ оо и 
симметричной при «->- 0 несобствен
ных н ап р авл яем ы х  мод сливаю тся  с 
осью ординат. Волноводный эф ф ек т  
н аблю дается  только при длине во л 
ны меньшей некоторого критическо
го значения  (для задан н ой  то л щ и 
ны). П ри  больш их дли нах  волн П Д В

сперсионным уравнени ям  собствен
ных, полож ительны е —  несобствен
ных н ап р авл яем ы х  мод. И з  (9) ви д 
но, что реш ения существуют только 
в виде несобственных мод. Н а  рис. 2 
представлены  дисперсионные к р и 
вые зависимостей A  = A ( V )  д л я  раз-  W

нитную энергию д л я  таких  мод. Д л я  
антисимметричной несобственной 
моды условие отсечки имеет вид 
V = 2 /га2; д л я  симметричной несоб
ственной моды условие отсечки нель-

не м о ж ет  у д ер ж и вать  электром аг-  /

; 2  У

Рис. 2. Д исперсионны е кривые гибридны х  
направляем ы х Е Н -м о д  в случае скользя

щ его распространения П П Н В
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гично и д л я  остальны х м од),  дисперсионное уравнени е  которых (3) п ре
о б р азу ем  к виду

kd =   — farccos . " lgjr mix V (Ю)
[ V n * - n *  ) [ >

где m  =  0, + 1 ,  ± 2 ,  . . .  и л е в а я  часть  действительна. Это уравнение д л я  
ком плексны х ех при П г > п 2 эквивалентно  системе действительны х у р а в 
нений

Z y + z 2= a 2 ( x 2- \ - y 2) - f  1, z Lz 2 =  a 2x 2, (11)
kd  iu e ,y  k d  Пл e , .. 2  „

г д е  x  =    У =  b ^ - ’ a  = — 1 П ------ 9 . z i  =  cos2 X, z2 =  c h 2 z/.
Ы К Л2 — «2

П о  теореме Виета и z2 явл яю тся  корнями приведенного квадратн ого  
у р авн ен и я  z 2— z [ a 2 { x 2- \ - y 2) - \ - \ ] - \ - а 2х 2 = 0 ,  д л я  сущ ествования  дей стви тель
ных решений которого нуж но потребовать  неотрицательности его д и с к 
рим и нанта , что д ает  очевидное неравенство [(ад: — I ) 2 +  у 2 +  1] X 
Х [ ( а х + 1 ) 2+ г /2+ 1 ] > 0 .  С ледовательно , всегда существую т реш ения у 
исходного уравнени я  (10) в комплексны х ех (при n i < n 2 доказательство  
проводится  аналогично).  Отметим, что из (11) следует система д л я  опре
дел ен и я  е1х и е2х к а к  функций приведенной толщ ины  k d  и показателей  
прелом ления  щ  и п 2:

sin2 х  (cos2 х  — а2 л:2) -f- a 2 cos2 х  arch2 

у  =  arch /  -2—— ]
I COS X

COS X
=  0 ,

к оторая  не имеет см ы сла  при е1х — 0 , а при е2ж= 0  д ает  решения в виде 
симметричны х н а п р ав л яем ы х  Н Е -м о д  [1].
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У Д К  539.1

В. Г. Б А Р Ы Ш Е В С К И Й ,  С. А. К У Т Е Н Ь

о  возможности И С С Л Е Д О В А Н И Я  
Ф А З О В Ы Х  П Е Р Е Х О Д О В  В СЕГ НЕТ ОЭ ЛЕ КТ РИ КА Х  

С ПОМОЩЬЮ П О Л О Ж И Т Е Л Ь Н Ы Х  МЮОНОВ

Б л а г о д а р я  специфическим свойствам  ц -е-распада  стало возмож ны м 
и сп ользовать  п о ляри зован н ы е  пучки п олож ительн ы х мюонов д л я  иссле
д о ван и я  к а к  конденсированны х сред, т а к  и газов [1]. Этот т а к  н а зы в а е 
мый ц 5 ^ -м е т о д  можно р ас с м ат р и в а т ь  к а к  своеобразн ы й ан алог  Э П Р  или 
Я М Р , а полож ительн ы й мюон (ц+) к а к  своего рода  магнитный зонд. В ы 


