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ОБ АБСТРАКТНЫХ ИЗОМОРФИЗМАХ 
РАЗРЕШИМЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ГРУПП

В работе изучается природа абстрактного изоморфизма групп ft-точек 
связных разрешимых алгебраических групп, при условии, что его огра- 
ннчеппе на уннпотептную часть группы индуцировано бирацнональным 
отображением. Доказы ваю тся два результата, анонсированные автором 
в [1]. ^\ы используем обозначения, принятые в [2].

Теорема I. П усть G п И  —  разрешимые связные ft-группы, центры ко- 
торых конечны н не содержат унипотептных элементов и С  (ft) = G . Пусть  
(f: G(ft) W(ft) изоморфизм такой, что <р10.01) —  бирацноналыюе отобра-
жепне.

Тогда найдутся группа F н нзогенни .41:f->־ G и Л2: Г - ^ Я ,  определен- 
ные над ft, такие, что ф(.л1 ( f ) ) =  .0 / Д-тя всех (/)ד2(/) e f ' ( f t ) , где 0 : Г (ft) -► 
-*■ Z { H (к))  — подходящий гомоморфизм.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Группа Н действует на своей унипотентной 
части Ни внутренними автоморфизмами, обозначим у : Я х Я и - *  ־
״:(/1 //-<-, u) - <~ l r ' uh .  Таким образом, каждому /1е Я  ставится в соот- 
ветствне автоморфизм группы Ни.  коморфнзм которого мы обозначим ул. 
Если  / е П [ Я = (/) *то у .[״ / In t /!. В алгебре регулярных на //״ функций 
найдется конечномерное пространство V, определенное над ft, которое со- 
держит образующие алгебры ft[W״] и инвариантно относительно действия 
группы Н [2]. Отображение /1-<־ у;, индуцирует лнпейпое представление 
группы Н  в пространстве V, которое мы обозначим через ф/. Нетрудно 
видеть, что ф' определено над ft.

Функции нз Q[//״] разделяют элементы //״ , п их значения на элемен- 
тах  113 Ни определяются значеннямн на них элементов ft-базнса про-
странства V'— с!........... ..............П[01 = [״//]ибо П ,״ע и״]. Значит, ядром ф'
является Zu( Hu ) .

Пусть If; G ״ Яц такой біірацпопалыіый изоморфизм, что ф(и) =
=  ф(и) V iie G u (f t ) ,  а (fo—  его коморфнзм. П з условия теоремы следует,
что G ״ (ft) =  Си,  значит, 1р определен над ft 11 элементы 1ро(У1) , , фо(п״ )
порождают алгебру ft[G״J. Определим действие группы G на Q (G  как ,[״
выше мы это сделали для // и //״, а именно; для g e G  In tg , где
/ e Q [ G  -Нетрудно видеть, что пространство фо(1'’) инвариантно относи .[״
те.тыю G н определено над ft. Как и в случае группы Я , имеем линейное 
представление, определенное над ft группы G в векторном пространстве
фи(Г), которое обозначим буквой ф. Изоморфизм фо־. V ^ ф о (К ) векторных

С-
пространств индуцирует бнрацноналыіый ft-изоморфпзм ф *:О Е(ф о() ׳־*-( )  
ו  С Е ( К ) .  Очевидно, что ф '(ф (х )) = ф *(ф (х )) V  s e S ( f t ) .

Покажем, что для максимального ft-подтора S  группы G ф(5 (ft)) 
является группой ft-точек некоторого максимального тора группы Я , 
определенного над ft. Пусть для s e S ( f t )  ф(х) = / ,« , — разложение Жорда- 
на. Тогда н . е г ״ ( Я ״ ), ибо ф '(ф (х)) = ф *(ф (х )) и ф *(ф (х )) —  полупростой 
элемент. Кроме того, и,  централизует ф (S (ft)) , поскольку ф(х) центра-
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лизует 1р(5(Л)). Значит, u,eZ(H),  ибо Я=(р(5(Л))//״. Теперь из уело- 
В И Я  теоремы следует, что и. = е, и 1p(S(ft)) состоит из полупростых эле- 
ментов. Отсюда легко следует, что <f(S(h)) =5' {к), где S ' e / / — макси- 
мальиый подтор, определенный над к.

Представления י|) и י!)' индуцируют нзогении и где
через Т обозначен Л-тор <p(S). Тогда из результатов [3] следует, что пай- 
дутся такие нзогеиии Л 1 : Г - * 5 ־  и п г : Т - * - 3 ' ,  что 1)\ = !̂ו я2 = >-а, где d'ד.  —  
наименьшее общее кратное степеней изогепий и t)!', а Xd:x-*-x<‘. По- 
скольку <еГ(/!), 1j11)׳ p (n ,(/)))= rt1(n1(/))=t()׳ (n2(0 ), то <р(л1(/ ))л ־(/)2 ‘е
eZ{H(k)) .  Отождествим 0  ,и Ни с помощью ф и обозначим через U ״
а буквой F  обозначим полупрямое произведение TU, где действие Т на U 
определено с помощью нзогении л! (или, что то же самое, с помощью Л2). 
Нетрудно видеть, что группа F, нзогении Л1:Г -» ־ С :(/ , « )-► л 1(/)и, 
m:F -*■ H\(t, и гомоморфизм B:F(k) -*■ Z(H (к)): (/, и)-*■
-мр(л1(/) )л2 ( 0  являются искомыми.

З а м е ч а н и е .  В случае, когда характеристика поля к равна нулю 
вместо алгебры Хопфа £2(0״] можно использовать алгебру Ли группы G״, 
как это сделано в подобной ситуации в [4].

В важном случае, когда поле к копечпопорождеио, теорему I можно 
усилить следующим образом.

Теорема 2. Пусть в условиях теоремы I поле к конечнопорождеио.
Тогда существует Л-изоморфизм (р :С->-Я такой, что <p(g) =<p(g)0(g) 
V g e C ( A ) ,  где 0 : 0 ( * ) -► 2(Я (£:)) — под.ходящий гомоморфизм.

Доказательство теоремы 2 разобьем на две леммы.
Лемма 1. Пусть Т — расщепимый *-тор, где * — такое поле, что, если 

для т. neZ  * ״׳ = ״* , то т = ±п. Пусть л :Т -^ Т  — такая нзогення, что 
л(?■(*)) =  Тогда найдется единственный *-автоморфизм <р тора Т .'׳(*)'7
такой, что пф = Ха.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Тор Т можно считать диагональным. Восполь- 
зуемся тем, что категория торов, расщепимых над *, контравариантно 
эквивалентна категории свободных конечпопорожденных Z-модулей, при- 
чем эквивалентность эта устанавливается отображением Т-*-Х*(Т).

Изогения л индуцирует морфизм ло:Х*(7■)->-Л*(7), который в фик- 
енрованном базисе Х*{Т) задается целочисленной невырожденной матрп- 
цей А. Нам достаточно найти такую матрицу B e G L (n , Z),  что AB  =  dE,  
где Е  — единичная матрица. Из того, что л (Т (* ) ) =  -нетрудно выве ׳■(*)■/
сти, что все коэффициенты матрицы А делятся на d.

Покажем, что det;4 = ±d". Поскольку все коэффициенты А делятся 
на d,  то A = { d E ) A ' .  Если det/l'4t ± 1, то соответствующий морфизм л' 
тора является собственной изогенией. Значит, найдется такой одномер- 
ный подтор S  тора Г, что л' индуцирует собственную нзогению S на 
л '(5 ). В силу разложимости тора S, из условия леммы следует, что 
л '(5 (* ))  = (л'(5) ( * ) для некоторого целого т ■״( > 1 .  Отсюда следует, 
что л (Г (* ))П п '{ ‘5) = (л'(5) (*))"“'. Значит, л ( Г ( * ) ) # Г ( * ) ‘'. Для матри- 
цы А,  удовлетворяющей этим условиям, искомая матрица, как хорошо 
известно, существует, что доказывает лемму.

Лемма 2. Пусть *-конечнопорожденное поле Т, Г! и Тг — *-торы. 
Пусть л1;7'->-7'2 и л2 :Г |-*-Г 2 — такие *-нзогении, что л !(Г (* )) = л г(Г !(*)). 
Тогда существует единственный *-изоморфизм ц>:Т-*-Т, такой, что л! = 
=  Л2ф .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Существует (см. (3J) единственная *-изогсиия 
у : Т 2 -*-Т  такая, что yn1= * j. Если мы найдем такой изоморфизм ф , что 
ул1 = ул2ф, то л1=л2ф. Действительно, в противном случае отображение 
g -^ n 1(g)9 g)״2( ־(( * было бы нетривиальным морфизмом связной группы 
в конечную — Кег у. Таким образом, лемму достаточно доказывать для 
Г2 = Т и Л1=Х .̂

Найдется локально-компактное пополнение *  поля *, над которым Т ״
разложим. Тогда для Т и * ,верна теорема о слабой аппроксимации [5] ״
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т. е. Т(К) =T(k)'\ где Т(к)''  — замыкание Г (* )  в топологии, шиуцнро- 
ванной на Т(к■,) тонологнен поля Отсюда следует, что л2(7'l(Лv)) = 
= T(lг̂ ■)‘̂  н по лемме 1 найдется единственный *»־изоморфизм ср такой, 
что Л2(р= .̂а. Нетрудно видеть, что ср определен над *, что завершает до- 
казательство леммы.

Для доказательства теоремы 2 достаточно применить лемму 2 к под- 
торам S, S' и Т групп G и Н, и к нзогениям, индуцированным на S  11 S' 
гомоморфизмами ф н ф', которые фигурировали в доказательстве тео- 
ремы 1.
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