
י■ • а)(/,  р) +  {т,  р ) = 2  и (1, p) +  (s, р ) = 0  или (/, р) +  ( ״׳ . Р ) = 0  и 
(1. p) +  (s, р) = 2 .

Вместо каждой тройки типа (О, О, 0) появляется тройка типа (1, 1. 1). 
б) (״ !, р) +  (1, р ) = 2  н (/. p) +  (s, р ) = 0  или ( т ,  р) +  (1, р ) = 0  и 

(/. P) +  (s. р) = 2  (см. 1.6).
Все возможности исчерпаны и мы показали, что общее число троек 

типов (О, о, 0) и (1, 1, 1), а следовательно, 3-циклов в графа.ч G! н С !, ие 
.меняется в результате переключения в графе С!.
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С К А Л Я Р Н Ы Е  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я  
С И С Т Е М  Л А П П О -Д А Н И Л Е В С К О Г О

Рассмотрим системы линейны.ч диффере1шналы1ы.\ уравнений
і  = Р ( 0 ч, ( 1)

р = <р(/) P { t ) y ,  (2)
где ф(/) — непрерывная функция; P( t )  — матрица, элементами которой 
являются непрерывные фуикцнн; ||Р (/ ) | |^ )( ; х  к у  — векторы. Пусть ( 1) 
является системой Лаппо — Данилевского [1], т. е.

I I

P ( 0 - | > ( T ) d ( T ) =  \ p { x ) d ( T ) . P ( t ) .  (3)
b b

Д ля выполнения (3) достаточно, чтобы матрица P( t )  была функцнональ- 
но-коммутативной, т. е. чтобы ее значения при любы.ч зиачсния.х аргу- 
мента из области определения матрицы коммутировали между собой:

P ( t , ) - P ( t 1 ) = P { h ) - P { U ) .  (4)
В работе [2] показано, что для функциональной коммутативности матри- 
цы P( t )  необ.ходнмо н достаточно, чтобы она представлялась в форме

Р(0 = Д^-41фі(0. (5)1=1
где ф,(/) (1 =  1.......... т ) — линейно-незавненмые функции, а А,,  /Ь, . . .
. . . .  А,п —  лннейно-иезавпенмые, попарно-коммутативные постоянные 
матрицы.

Целью настоящей работы является изучение систем (2) при выпол- 
нспнн (3).

Пусть Р{1)  — функцноналыю-коммутатнвная матрица; ё!(/),  52( / ) , . .  •
. . . ,  54(/) — собственные значения матрицы Р( / ) ;  » 1, : ..........׳1 ׳14  —  крат-
пости собственных значений. В этом случае P{ t )  можно постоянным пре- 
образованием привести к б.точно-треуголы10й форме [3];

f C r ( t )

( 6)Р,{1) =
С А П

и каждый блок имеет единственное собственное значение 5Д/) .  Пусть
״׳ 1-/

1 - ׳1״   ^  =  /. I ,  =  I/ при г =  /.........../ -f 1 — ;1׳, тогда ё, (/) (0 .
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где О(, . . . ,  —  собственные значения постоянной матрицы Л,. Пусть
Х̂ ” ( г = 1 ,  ;1) —  показатели Ляпунова системы (1), а A.J־’ { r = I ,

п) —  показатели Ляпунова системы (2), Р ( t ) — функинонально-ком- 
мутатпвная матрица.
Теорема 1. Е с л и И т (f (<) = /!! то =  lim1- .  t - •

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Приведем системы (1) и (2) с помощью по- 
стояннон матрицы к блочио-треуголыюй форме. Тогда характеристнче- 
скнй показатель г-го решения системы ( 1) можно представить в виде

I

= ^4m-j־ Re

.\налогично для системы (2) имеем: X, = l i m  — Re^ Ф( т ) с Дт ) с і т .

Выразив Xj.  через Х^" и используя условие теоремы, получим ׳̂
Х ^ ’ =  И т ф ( 0 -Я^".

1-*<י
З а м е ч а н и е .  Зная показатели Ляпунова систем (1) и (2),  легко 

решить вопрос о правильности системы (2 ), если правильна система ( 1). 
Очевидно, что, если система (1) правильна и выполнено условие теорс- 
мы, то система (2 ) тоже правильна.

П усть выполнено (3),  но P ( t )  не функционально-коммутативна. Тогда 
система (2),  в общем случае, нс будет системой Л аппо — Данилевского. 
Следовательно, выразить .характеристические показатели системы (2) чс- 
рез .характеристические показатели системы ( 1) в таком простом виде, 
как (7),  не удается.

.\\ожно показать, что для старш его .характеристического показателя 
системы (2 ) справедлива оценка

Хі=’ < | і т т ( 0 ^;,". (8 )

Т е о р е м а  2. П усть : 1) даны системы (1) и (2) и выполнено уело- 
вне (3): 2 ) І і т ф  (/) =  * , тогда Xj,־ ’ < , І і т ф  (/) Х,',‘ *.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Записав (2) в виде 1/ ( 1 ) =  k P { t ) 1j +
I

- r { 4 ( t )—k)P( t )y ,  решение y{ t )  .можем представить у(/) =  е.хр(/г ^Я{т)<і(т)у-|-״
•: ; ׳

- f  \ е.хр (/! \ Р  (т) d (т) (ф (т) — /:) Р  (т) I/(т) d (x ). Оценив ||//(0||. Поль-
1• ז

зуясь .теммой Гронуо.т.та —  Бе.тлмана, и найдя характеристические показа- 
тели, убеждаемся, что верно (8 ).

t

Пусть Л '(т) =  exp 1 Р ( т ) і / ( т ) — фунда.менталыіая матрица решений 
о

системы (1),  К  (/)фундаментальная матрица решений системы (2). Докажем, 
что Y (/) можно выразить через X  (/) и обобщенную матрицу Ляпунова. 

Теорема 3. Если И т ф( / )  =  1 , то Т(/)  = X ( / ) S (/),  где S ( / ) — обобщен-
иая матрица Ляпунова.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Найдем решение системы (2) в матричном
I

виде V (/) =  X  (/) У Ь X- ״ X ז (/)  ־ ' (т) (ф (т) -  1) Р  (т) /  (т) d  (т). Обозна-
О

t
чим X ־ ' ( / )V(/)  =  S( / ) ,  тогда S  (/) =  У׳» +  |  (ф (т ) - 1 )  Р (т) 5 (т) d(r). Лег-

О
ко показать, что S  (/) —  обобщенная матрица Ляпунова. Следовательно, 
V ( / )  =  X ( / ) S ( 0 .

( 7)
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С л е ( ) с г а и с .  С т а р ш и е  . х а р а к т с р н с т н ч с с к и с  п о к а з а т е л и  с и с т е м  ( 1 )  и  ( J )  
с о в п а д а ю т .

Д о к а з а т е л ь с т в о  с л е д у е т  и з  с о о т и о ш е и и я  ) ' ( / )  = Л ' ( 0 5 ( 0 •
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О л и н е й н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  с и с т е м а х  с ч а с т и ч н о й  и з о м е т р и е и

П у с т ь  з а д а н ы  д в е ׳  !■ м е р н ы е  с и с т е м ы

- f -  =  Q ( 0 ./׳

^  =  Р ( П х

( 1 )

( 2 )

с  н е п р е р ы в н ы м и  н а  ( а ;  fc] м а т р и ц а м и  Q ( 0  = [ < / , j ( 0 1  =  Q  1=  0 ) / ״ י Р і Д ( ) ]  =  
=  Р .  ■ М а тр 1! ц а  Р ( І )  п р е д п о л а г а е т с я  в е р х н е й  т р с у т о л і . н о н .  О б о з н а ч и м  L ״  

п о д п р о с т р а н с т в о  р е ш е н и й  с и с т е м ы  ( 2 )  в и д а  л • ( / )  =  ( х ! ( / ) .  Х т ( П .
0 ....................0 ) י ■ н  Ц .Т І І— е в к л и д о в а  н о р м а  ,т ;  Г  — с и м в о л  т р а н с п о н н р о в а н н я .

О п р е д е л е н и е .  . Т н н е й н ы е  с и с т е м ы  ( 1 )  и ( 2 )  н а з о в е м  с п с т е м а м н  с  ч а -  
С Т Н 4 Н 0 І І  п з о м е т р н е й ,  е с л и  с у щ е с т в у е т  н е в ы р о ж д е н н о е  н е п р е р ы н п о - д н ф -  
ф е р е н ц н р у е м о е  п р е о б р а з о в а н и е

y  =  S ( t ) x .  ( ,Т )

п е р е в о д я щ е е  с и с т е м у  ( I )  в  ( 2 )  т а к о е ,  ч т о  H.v(/)Ц =  | | S ( ( ) , v ( 0 11 д л я  в с е х  
• v ( 0 ,  п р н п а л л с ж а ш п х  н е к о т о р о м у  п о д п р о с т р а н с т в у  L 1 < ״ ! < ״ )0׳ , . ) .

Т е о р е м а  1 . С и с т е м ы  ( 1 )  н  ( 2 )  я в л я ю т с я  л н ф ф с р с п й п а л і . н ы м н  с н е т е -  
м а м п  с  ч а с т и ч н о й  п з о м е т р н е й  т о г д а  н  т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  с у щ е с т в у е т  н е -  
п р е р ы в п о - д п ф ф е р е н и н р у е м а я  н а  [ и ;  Ь )  1 ׳ Х 1 ׳ - м а 1 р н ц а  S ( ! ) ,  d e t S ( ( ) = / = 6 .  
у д о в л е т в о р я ю щ а я  с о о т н о ш е н и я м :

P  =  S - ' { Q S - S ) .  ( 4 )

( 5 ), s ’ ( О  -  I .  2 < s , ; ( / ) s , . ( / )  =  0 .

( / - ,  / г ) ,  / ,  / г =  1 , -------- ,  < ״ ! < ״ 1 ׳ ! , ! ,

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р о д н ф ( | 1с р е н и н р у е м  ( 3 )  п о / :  =

У ч и т ы в а я  ( 1 )  н  ( 2 ) ,  п о л у ч а е м  Q y  =  S .x  - г  S P . \  н л н  Q S .v S ־  . v - f  S P . v .  О т -  
с ю д а  с л е д у е т  р а в е н с т в о  ( 4 ) .

З а п и ш е м  п р е о б р а з о в а н и е  ( 3 )  в  к о о р д и н а т н о м  в и д е :
! / 1 ( 0  ~  S ,  I ( / ) А'1 ( / ) - } -  . , - j - S in i  ( / )  ( / )  - ־| S l ״1 -f-l ( / )  Х т - И  ( О  ~ Ь , , ־ f ־ S 111 ( / )  Х'ц ( / )  ,
I / 2 U )  =  S - i  ( / ) .V 1  ( / )  4 , 4־ ־ ,  S ^ m (/ )X m  ( / )  ~ bS2m + t (  О Х׳  т - Н  (  / ) 4 4 ־ ־ -  " S 2 ״  (  О  ■Х״  ( /  ) ,

!/11 (  / ) “ S ״ 1  ( /  ) Л'1 {  / ) - j-  . . “ ־| S n n l {  / )-Х ,п  ( / )  4 'S n m + - l { /  ) -Х4  • ■ " 4 ( / )  1 . , , ״ " S » ) ז1   / ) -Хп ( / ) ,  
Т а к  к а к  .х 1+ ״,  (  / )  =  .Х т 2 ־1־ { / )  — , ,  =  -х״  (  / )  =  О , т о

п
I I 5 ) ^  -’ ,0 1 ) ע ! , ( / ) . х , ( 0 - - 5 , . ( ( ) . х Д / ) 4 ■  . . .  - г  S , , ״ ( / ) . х 0 ) ״ )= .

п т

) - ^ 1  ^  5 , Д / ) з ״ ( / ) . х Д / ) . х Д / ) ]  =

( / -=*)
/./к1־

s .7 ( n - V / ( 0

1/« I.-־
II 0 - =ע (11

GO


