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О ЧИСЛЕ 3-ЦИКЛОВ в ГРАФАХ 
СДАННЫМИ СТЕПЕНЯМИ ВЕРШИН

На практике часто возникают экстремальные задачи, связанные с 
циклами фиксированной длины k в некотором графе. В частности, в био- 
химии в связи с синтезом молекулы белка возникла задача отыскания 
графов с данными степенями вершин и максимальным числом 3-цнклов 
(циклов длины 3).

В заметке доказывается следующая
Теорема. Пусть D( d , .  d 2..........d ״ ) есть класс графов со степенями вер-

шии di, (/2......... d ״: 7 g  —  число 3-циклов в графе 6 .  Тогда для любых двух
графов G״  G . ^ D ( d ״  d , ............d + ,справедливо равенство Тс (״  Т̂  ̂ =

— Тс,  - г  Т д ,  где G ,, G j —  графы, дополнительные к графам G״  G. соот- 
ветственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  Gt(V'!, £ ! ) ,  G2 ( V 2, £ 2) e D ( d ! ,  d 2. . . .
-----dn) \  Eu £ 2 — множества ребер графов G!, G 2: 1̂ 1, V2 —  множества
вершин графов G i, G 2. V 1= K 2. Всюду в дальнейшем будем считать, что 
вершины графа пронумерованы числами от 1 до п, и неодинаковые бук- 
венные обозначения вершин в одном выражении соответствуют различ- 
ным вершинам. Поставим в соответствие каждому ребру ( 1!, 12) s £ !  чнс- 
ло 1, каждому ребру (11, 12) ^  £ !  число 0  и в соответствии с этим каждо- 
му 3-цнклу (11,‘ 12) . (12. 11 ,13)  .( — (נין тройку из чисел 0 и 1. Тройки могут 
быть четырех типов: ( 0 , 0 , 0 ) ,  ( 0 , 0,  I ) ,  (0, 1, 1).  (1, 1. 1).  Каж дая тройка 
типа (1, 1. 1) соответствует 3-циклу в графе G!, а каждая тройка типа 
(0. о, 0 ) соответствует 3-цнклу в графе С!.

Назовем переключением в графе G! замену пары ребер {/, т ) ,  
(1. s ) e £1 на пару ребер (/, s ) ,  (1. т)  ^  £ !. Известно [1], что из графа (7! 
можно получить граф G2 применением конечного числа переключений. 
Покажем, что переключение в графе G! не изменяет величины Та, -Ь Т^.

В результате переключения в графе G! тройки ((/,  т ) ,  (т.  s ) ,  (s,  / ) ) ,  
( ( / ,  т ) ,  ( т .  І) ,  (1, ; ) ) ,  ( ( 1, S ) ,  ( S ,  / )  (у, 1) ) .  ( ( 1, s ) ,  (s, т ) ,  ( т .  1)) типов 
(0, I. 1) и (0, о, 1) не преобразуются к двум другим типам. В тройках 
вида ( ( 1, S ) ,  ( S ,  р ), (р, 0 ) ,  ((у,  т ) .  ( т ,  р) ,  (р, у)) ,  ( ( 1, т ) ,  ( т .  р) ,  (р, 1־) ) ,  
((у, S ) ,  ( S ,  р) ,  (р, у) ) ,  где р=й=1, у, т ,  s , 1 заменяется на 0, и в таком же 
чис.те троек 0 заменяется на 1. Рассмотрим всевозможные типы троек 
в зависимости от вершины р.

1. а ) ( 1, р)  +  Ц. р )- ״1)-| , p ) - f ( s ,  р ) = 0 . Каж дая тройка типа (0, 0, 0) 
преобразуется в тройку типа (0, 0, 1) и наоборот. Общее количество 
троек типа (0 , 0 , 0 ) не меняется, а тройки типа ( 1, 1, 1) ие участвую т в 
преобразовании.

б)(•’. Р)-)-(у. (ק + מז) . P )-f-(s . Р ) = 4 .  Здесь как и далее во всех слу- 
чаях б) происходит то же. что и в соответствующих случаях а) с точ- 
ностью до переобозначений нуля единицей и наоборот.

2. ( а ) ( 1, р ) И־ у , p ) f־ ״)  I, p)-t־ (s, р) =  1. Осуществляются следующие 
преобразования троек: (0, 0, 1) sst (0, 1, 1). (0, 0, 0) 3:= (0, 0. 1). Количе- 
ство троек типа (0 , 0 , 0 ) сохраняется, а тройки типа ( 1, 1, 1) нс участ- 
вую т в преобразовании.

б) ( / .Р ) - 1 1 ־( , P)-t1־ ( ״ ,p ) - l- ( s . р ) = 3  (см. 1.6)
3. (/. Р ) - Ь ( т .  р) =  1. ( т .  р )-1 1 ־( . р) =  1, (1, p)  +  (s.  р) =  1, (s, р)  +  

+  (/. Р) =  '• Тройки типа (0, о, 1) и (0, 1, 1) преобразуются друг в друга.
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י■ • а)(/,  р) +  {т,  р ) = 2  и (1, p) +  (s, р ) = 0  или (/, р) +  ( ״׳ . Р ) = 0  и 
(1. p) +  (s, р) = 2 .

Вместо каждой тройки типа (О, О, 0) появляется тройка типа (1, 1. 1). 
б) (״ !, р) +  (1, р ) = 2  н (/. p) +  (s, р ) = 0  или ( т ,  р) +  (1, р ) = 0  и 

(/. P) +  (s. р) = 2  (см. 1.6).
Все возможности исчерпаны и мы показали, что общее число троек 

типов (О, о, 0) и (1, 1, 1), а следовательно, 3-циклов в графа.ч G! н С !, ие 
.меняется в результате переключения в графе С!.

Теорема доказана.
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С К А Л Я Р Н Ы Е  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я  
С И С Т Е М  Л А П П О -Д А Н И Л Е В С К О Г О

Рассмотрим системы линейны.ч диффере1шналы1ы.\ уравнений
і  = Р ( 0 ч, ( 1)

р = <р(/) P { t ) y ,  (2)
где ф(/) — непрерывная функция; P( t )  — матрица, элементами которой 
являются непрерывные фуикцнн; ||Р (/ ) | |^ )( ; х  к у  — векторы. Пусть ( 1) 
является системой Лаппо — Данилевского [1], т. е.

I I

P ( 0 - | > ( T ) d ( T ) =  \ p { x ) d ( T ) . P ( t ) .  (3)
b b

Д ля выполнения (3) достаточно, чтобы матрица P( t )  была функцнональ- 
но-коммутативной, т. е. чтобы ее значения при любы.ч зиачсния.х аргу- 
мента из области определения матрицы коммутировали между собой:

P ( t , ) - P ( t 1 ) = P { h ) - P { U ) .  (4)
В работе [2] показано, что для функциональной коммутативности матри- 
цы P( t )  необ.ходнмо н достаточно, чтобы она представлялась в форме

Р(0 = Д^-41фі(0. (5)1=1
где ф,(/) (1 =  1.......... т ) — линейно-незавненмые функции, а А,,  /Ь, . . .
. . . .  А,п —  лннейно-иезавпенмые, попарно-коммутативные постоянные 
матрицы.

Целью настоящей работы является изучение систем (2) при выпол- 
нспнн (3).

Пусть Р{1)  — функцноналыю-коммутатнвная матрица; ё!(/),  52( / ) , . .  •
. . . ,  54(/) — собственные значения матрицы Р( / ) ;  » 1, : ..........׳1 ׳14  —  крат-
пости собственных значений. В этом случае P{ t )  можно постоянным пре- 
образованием привести к б.точно-треуголы10й форме [3];

f C r ( t )

( 6)Р,{1) =
С А П

и каждый блок имеет единственное собственное значение 5Д/) .  Пусть
״׳ 1-/

1 - ׳1״   ^  =  /. I ,  =  I/ при г =  /.........../ -f 1 — ;1׳, тогда ё, (/) (0 .
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