
(16)

в отличие от [4, 7, 8] рассмотрим неявную разностную схему

F,=4>(x, t .  F, У , )

с начальными и граничными условиями типа (1),  (3). Решение системы 
пелнпенных уравнений (16) будем находить, используя метод Ньютона, 
который сводит систему (16) к линеаризованной

I״ ״  ІІ' ,Л  а” 1+ .׳ ״ ) (.) (О
^ г (  2 + ( - ע ׳ע ׳ - ^ (  i׳i  - + (i/׳ p׳  * .* = 1 .2 ..........n. (17). V  J .

d yi
',ע

ду'
Теорема 3. Пусть разностная схема (16) аппроксимирует исходную 

систему (15) с погрешностью 0 ( т ־1־ Л״) и компоненты вектора ф являются 
функциям}! достаточно гладкими. Тогда при /1, т - ^ 0  и таких, что 
К а < 3 ,  решение, получаемое из системы (17), сходится к решению 
исходной задачи, при этом скорость сходимости совпадает по порядку 
с погрешностью аппроксимации.
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АЛГОРИТМ Р Е Ш Е Н И Я  ДВУХПРОДУКТОВОЙ 
ТРАНСПОРТНОЙ ЗАДАЧИ С ДОПОЛНИТЕЛЬНОЙ 
Л)АТРИЦЕЙ ОГРАНИЧЕНИЙ ПРЯМЫМ МЕТОДОМ

Рассмотрим сетевую двухнродуктовую транспортную задачу с допол- 
ннтельнымн ограничениями:

( 1 )

( 2)

(3)

(4)

- т т ._  —*=1 U.11SU
V  V

f — “ ״> = ,מ‘ е( '׳ ' ;,' (О/ '׳ )У(
ХІ1 >  о, xj !  +  xf i  <  d ״, (1 , /■) е  (/, /г = 1. 2,

2
= *:;!נ ג״יג,  а ,, р = т г т .
*“ 1 ((./)е.м

где /, (/ — множества узлов 11 дуг сети S ; с*, а*, dij, а״, — заданные
чис.ча; Л), с : (/ — заданные множества, / f  ((/) =  {/ : (1. j ) ^ U ) ,  l ~  (U) =
=  {/: (/.  о G ( / } .

В данноіі работе строится алгоритм решения задачи ( I)  — (4),  кото- 
рая отличается от [ 1 ] наличием коэффициентов Xf2  ,1 =  * = р ,״.   1, /, 
(1, / )е .М р , MpCU,  где ?.*״ — пропзвачьные действительные числа.

Опорой сети будем называть совокупность дуг (/״״ =  {(/J, ,״ ״״/) , ((*},
■12



ע t'ln cz ™יי *, ft =  1, 2; £/• =  /):(<•. / ) ־ e t / i ,״
= C״־׳}. U =  Û \}Lr ,̂ I ( U D  =  { i : (/, /)* s y j ft = 1, 2), и система .״

такую,
<<•. У)*

(5)

4  =  0 , П

ЕУ *

S  4 -  2
׳ e ׳ i <״ оп> /е/( (״ ״ ״ )

4  4  ~  ^

І  S  4 0  =  4 ״ , р =  Т 7 Т  ft=  1 ,2  
* - 1

имеет только тривиальное решение для Afp. =■ Мр П (£/',, U t/J״) и нетри- 
внальное для каждой из следующих совокупностей:

1) {С/*״, f t=  1, 2, /)}, где (І, / ) — любая дуга из {/*:
2) {У о тІЙ '. U*h  где (1, /)‘ — любая дуга из
3) {^оп• /)“. L/*), где (1, /)® —  любая дуга из

Пара {х, t/״״} из потока и опоры — опорный поток. Дуги (1, /)*Gt/J״, 
f t = l ,  2 назовем опорными, остальные —  неопорными. Опорный поток 
назовем невырожденным, если опорные дуговые потоки удовлетворяют 
следующим неравенствам; х* >  О, (1, /)* G  У/J״, ft =  1, 2; х' ‘ 
для (1, / )> G (t/ i״ U f / 4 ( ־(/ ,-.) или •/}״־ G ( i׳6 ״ U g״״ \ C .«׳

Рассмотрим некоторый цикл в сети S : (! ו ן י , ........... 1י ). Выбрав
в нем направление движения, обозначим через L*  и L -  множество пря- 
мых и обратных дуг цикла соответственно. Число-

Лр (/ : ? > / ׳ 2 * = )2ל , ) =

назовем детерминантом цикла У., относительно р־го ограничения из (4), 
функция определяется соотношением

1, если (1, /)
sign ( I ,  / ) י = י

+  4

4 י

L״.
—  1, если (і,

О, если (/, /)
Дуга ( !', i^Gt/on называется ациклической, если (i׳ . ׳1 )е У / ‘׳6 ,; .= ̂ ® оп

=  {/*n t/J  =  0 , где L, =  {I״  и,} —  некоторый цикл нз множества L. 
Введем множества {/', С/® ациклических дуг соответственно первого и вто-

/! + /*
t / ;=  и = ,рого продуктов*(,'■>.,׳■>) '׳(־׳■־  J/1 и и , ( ‘■ •.׳ ־• I

. _ f  1.* -  1 2, О/,.
Для каждого цикла составим систему уравнений

/ 2 4׳; = 0. ׳ -4 2
le!!'и(,׳ /е)/ (,״)

'1׳ ' < ' !■ , щן и , ) ,  к : , ־/ / , . +1< = ,2 , 0 / 1

из которой однозначно определим потоки 4 /1  ■ предварительно положив 
поток по ациклической дуге равным

I, < < /!
4  , =  1, ft =

1|12 I 2 , / Е> /!, / — 1, /! ־Ь /2•
Упорядочим произвольным образом дуги множества U*. Пусть Д! =  

=  {/?р (Lp), 9 =  I ,  /1 +  /.,} — / X  (/! +  /г)— матрица, составленная из чисел 
Р - І 7 /
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R,(.L,), и D . =  {6x((. ״ .*(־■> ״■׳) ־׳ , , ) ‘ e t ;׳ .  ft=  1. 2 , } - | t / * | X ( / 1 •  
+ матрнца, составленная из элементов־(2/ 

_  I ״,,*,ע если (/׳, j ' ) ^ U , n U * ,

О, если (1׳,
fit((. /). I =

Составимгде т ( 1 , У) — порядковый номер дуги в U*. * =
(|t/ * l +  /) X  (/1 +  /j) — матрицу ע  =  Если I! + І гФ\ ІІ* \  + I, то
дополним матрицу D нулями до квадратной матрицы. Число R = det D 
назовем детерминантом опоры

Теорема (критерий опорности). Для того чтобы совокупность Uon бы- 
ла опорой сети S, необходимо и достаточно выполнение условий:

1) / ( (״*״״ = Л  f e = l .  2 :
2) t/Jj,, й=  1, 2 — связные множества;
3) Л  0.
До каз ательство  теоремы аналогично (1]. По опоре U״״ построим 

потенциалы и, = {и}, uf>, i e / ;  г,, р =  ГГГ, г,״ р, = 1 +  1. как
решение системы:

І :Х г״‘ , - с ‘^=0, («. / ) е іУ ;4 .•У״
(6)

“і - ״  ) +  і  -  с!, = uf - ״  ? +  V X־;  г, -  с ־. ־>) . У) е  С2 .1 = .׳*. * 
»>—I р-1

Будем говорить, что u! =  {uj, uj*} — вектор потенциалов узлов 1' е / ,  
Гр — потенциал дополнительного ограничения (4), Гр,—потенциал ограннче- 
ния х ’̂  + X* <  d,j.

Д ля нахождения потенциалов Гр, Гр,, р = 1, I, р1 = / + 1, еле-
дуя [1], запишем систему:

1 /+10•!
+ Rp (L,) Гр נב ב  ] Гр, 6 .)״ ״ . ( =  S  cf, sign (<'. /)' (7)

P “ 1 P t - i  +  l  ( ( . / ) e i ,  '

Равенство (7) можно переписать в следующем виде:
D ' r = c ,  г = { г р ,  Г р , } ,  С = { С | ,  С2, . . . ,  С1,+1г } .  ( 8 )

с, =  2  <ч/ (1)  =  *  ■ <■׳ ׳(/ ’ / >  /,*.

Система (8 ) относительно г  имеет единственное решение, так как / ? # 0 . 
Величины Гр,, вычисленные из системы (8 ), обозначим через у!;, 
(1, y ) e t / * .  Имеем

1 _ . ̂‘ ־ І' ( ‘■, ׳ }■^(/7״
/ .'(׳ ) G f 7 * ,  * = 1. 2 .

Вместо системы (6 ) запишем эквивалентную ей систему:

- ״  ,* +  І : - Гр /?ג   =  о, (׳, /) е  (/1, 2= * р»1.״*״, 
Теперь векторы потенциалов н !=  {uj,  uf}  найдем с помощью деревьев 

{/J, * = 1, 2  и чисел Г*, где £/* — множество ацикличе-
ских дуг, как в классическом методе потенциалов [2 ].

Для каждой дуги вычислим вектор оценок

Л ,; =  {Д А?/} : Af; =  +  І ;  /) G  t/. Л =  I э 2.
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Следуя [3], можно доказать
Критерий оптимальности. Если для опорного потока выполняются со- 

отношения:
а) на ненасыщенных дугах (д;/̂ -f < d , ,) :

Д‘  <  О при X* =  0; (9)
Д‘ = 0  при х‘ > 0 ,  ( I ,  / ) е ( / ,  k = l ,  2 .  (10)

б) на насыщенных дугах (х +  X־ =  d1,y.

Д;, =  Д“ >  о прн X/, >  о, х2 >  о, ( I I )
Д', > Д 2 , Д ' ,> 0  при x]! =  dij, х2 = 0 .  (1, / ) e t / .  (12)

Критерий субоптйма.іьноспш. Поток (/, /) ^  С/, /! =  1, 2} назо-
вем е-оптимальным (субоптнмальным), если

2  2
V  V  г*  ___ V  V  г*  <Г р

.I *1■־* ־
Д ля любого е-оптимального потока оыполняется неравенство (13) (до- 
казательство аналогично [1]).

(13)2  2  2
ft־»l (/ . / )e t / ־1=*   (/. / ) е о

гдер = - : 2  у  V  +
»=1 ((./іео.

X[ Д*. »=1. 2: 0|-0־ тах| Д̂ у д2. 0) : 0

Если для опорного потока (х, 1)״״} приведенные критерии оптпмаль- 
ности (9— 12) и субоптнмалыюстн (13) нс выполняются, опишем алго- 
ритм улучшения потока.

Среди дуг, для которых не выполнен критерий оптимальности, найдем 
дугу с максимальным нарушением, т. е. если для ненасыщенной дуги но 
выполнены условия (9)— (10), то помечаем число Д̂ .̂, если же для на- 
сыщенной д у т  не выполнены условия (1 1)— (12), то при max {Д!̂ , Д,г)>0 
помечаем число Д[̂  — Д̂ ,̂ при тах{Д*^, k = \ ,  2} < 0  и xf^> 0 ,  ft =  1, 2 
помечаем число Д̂ .̂ Среди отмеченных чисел выбпрае.м максимальное по 
модулю число. Рассмотрим следующие случаи:

1) максимальное из отмеченных чисел имеет вид Д̂  ̂ и находится на
дуге (10־, /о)‘ (״/ ,о׳) , * е ;♦׳6

2) максимальное из чисел имеет вид Д‘  ̂ и находится на дуге (/ ,״ ״/ )‘ ,
(I״, /о) е  t/*:

3) максп.мальное число имеет внд Д[̂  — Д?,, /, ft=  1, 2, 1 ф к .  
Рассмотрим каждый из этих случаев.

1. Не нарушая общности, положим ft=  1.
Найдем поток У  (f/^״ U t/ ״̂ U ('o ./0) ‘ ) =  { / .') .,?/׳ )*S f/*״, ft=  1, 2}, 

компоненты которого удовлетворяют системе (5), запнеаннон относительно 
множества {6״^׳U('o. /о)‘ . ^Jl״  ̂ U*},  и условию =  sign Д'_̂ .̂ Аиало- 
гично [ 1] определим вектор о:

Р = ~ ‘

—  !/?X ,.. если (1, j ) e u * n u °  

о, если (1, І) ( E U * \ U ° ,

где Zo= {/, и — {״  множество узлов и дуг цикла, образованного дугами 
(סין■ /0) ’ и (<'. и определим потоки на ациклических дугах.
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( М )

צ: ע‘*•׳/׳ о( ן (

Потоки на дугах определяются по формуле;

V  у Чч г ’А  Т ( і ,  і Г ф о ) .
Г(І.І)" ‘>'2

о, Т ( і ,  /)*= 0 , k
1. < < / .  
2 . О / , .

׳̂ I*/ = 1 ״./)■׳

где Т{і,  /)*Gt/'(‘1 -і. (і'. —ашіклпчес') •‘(נ׳ <
кая дуга, определившая цикл 2, =  Z!(!,, (,!t. Новый поток л־ строим в виде:
А  =  ( 2  •1 = * ׳■  ; А 1 = А 1 Л ^ А 1 . ׳ ̂.7=4■ •'׳) ׳׳(■/ е

где 0  — максимально допустимый шаг, найденный по стан• 
дартным правилам |3). При переходе х -*-а־ стоимость потока уменьши- 
лась на величину — 0!A ,'^ J. Опорные множества меняем по прави.там, 
указанным в | 1].

2. Найдем поток У УДоатетворяющпй системе (5), записан-
ной относительно множеств Ul^, ( У * \ ( 10, 10)}, и условию —
-т — I- Компоненты вектора а и ациклические направ-чеиия опре-
делим аналогично || | .  Из соотношения (14) найдем 1) ,*ע,
Новый поток X строим в виде — ву^., (1, / ) ' s ( / ‘2  .1 ״.  ,

•т* =  X*. (1, j ) e : U k ,״0 = \ ,  2 , где в  —  максимальный шаг, найденный 
по стандартным прави-чам. При переходе х - » х  стоимость потока умсиь- 
шится на величину 0Л)у.  Опорные множества меняем по прави.там, ука- 
занным в ( || .

3. Найдем потоки {ŷ ■, (1, А =  I, 2>, удовлетворяющие
системе (5), записанной относительно множеств /о)‘. t^onU(<’0.
І0)-. (‘0. / 0)}. при условиях sign Л‘ J ,  — sign
— 1̂ 4,1,)■ Подходящие направления из.менення потока найдем так же, как 
II в i l l -  ~  _

Новый поток X строим в виде X* =  х ‘  +  в(/*, (1, / ) * е  t/‘״ (J (‘а- /и)‘ ’ 
X11 =  x4j,(.i, /')* S  t/*״ и (1'0. /0)*. * = 1. 2 , 0  — максимально-допустимый 
шаг, найденный по стандартным правилам. Стоимость потока уменьшает- 
ся иа величину 0!Д,',у, — ‘̂ ?;,1• Опора преобразуется по прави.там, ука- 
занным в | | | .
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ЗА М К Н У Т О Е Р Е Ш Е Н И Е  О Д Н О Й  К Р А ЕВ О Й  ЗАД АЧ И

Рассмотрим трехэлементную краевую задачу: найти функцию Ф( з ) ,  
аналитическую во внешности отрезка 0 ^ х < 1, предельные значения ко-
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