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УДК 517.977

МЕТОД МАЛОГО ПАРАМЕТРА В ЗАДАЧЕ ОПТИМИЗАЦИИ  
КВАЗИЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

А. И. КАЛИНИН 1), Л. И. ЛАВРИНОВИЧ 1), Д. Ю. ПРУДНИКОВА1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Рассматривается задача оптимизации переходного процесса в квазилинейной динамической системе (содер-
жит малый параметр при нелинейностях) с критерием качества, представляющим собой линейную комбинацию 
энергетических затрат и длительности процесса. Предлагается алгоритм построения асимптотических прибли-
жений заданного порядка к решению этой задачи. Суть данного алгоритма заключается в асимптотическом раз-
ложении по целым степеням малого параметра начальных значений сопряженных переменных и длительности 
процесса – конечномерных элементов, по которым легко восстанавливается решение задачи. Вычислительная 
процедура алгоритма сводится к решению задачи оптимизации переходного процесса в линейной динамической 
системе, интегрированию систем линейных дифференциальных уравнений, а также нахождению корней невы-
рожденных линейных алгебраических систем. Также показывается, как можно использовать полученные асимп-
тотические приближения для построения оптимального управления в рассматриваемой задаче при заданном зна-
чении малого параметра.

Ключевые слова: малый параметр; квазилинейная система; оптимальное управление; асимптотические при-
ближения.

THE SMALL PARAMETER METHOD IN THE OPTIMISATION  
OF A QUASI-LINEAR DYNAMICAL SYSTEM PROBLEM

A. I. KALININ a, L. I. LAVRINOVICH a, D. Y. PRUDNIKOVAa

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus
Corresponding author: L. I. Lavrinovich (lavrinovich@bsu.by)

We consider an optimisation problem for the transient process in a quasi-linear dynamical system (contains a small 
parameter at non-linearities) with a performance index that is a linear combination of energy costs and the duration of 
the process. An algorithm for constructing asymptotic approximations of a given order to the solution of this problem 
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is proposed. The algorithm is based on the asymptotic decomposition by integer powers of a small parameter of the 
initial values of adjoint variables and the duration of the process that are finite-dimensional elements, according to 
which the solution of the problem is easily restored. The computational procedure of the algorithm includes solving 
the problem of optimising the transient process in a linear dynamical system, integrating systems of linear differential 
equations, and finding the roots of non-degenerate linear algebraic systems. We also show how the constructed asymp-
totic approximations can be used to construct optimal control in the problem under consideration for a given value of 
a small pa rameter.

Keywords: small parameter; quasi-linear system; optimal control; asymptotic approximations.

Введение
Многие прикладные задачи оптимизации динамических систем в своих математических моделях 

содержат малые параметры, причем зачастую модели существенно упрощаются, если эти параметры 
положить равными нулю. В таких случаях целесообразно использовать асимптотические методы, ос-
новное достоинство которых состоит в том, что при их применении исходные задачи, которые приня-
то называть возмущенными, сводятся к сравнительно несложной коррекции решений более простых 
задач оптимального управления. В частности, это относится к задачам оптимизации квазилинейных 
систем, содержащих малые параметры при нелинейностях. Такие задачи в различных постановках ис-
следовались многими авторами (см., например, [1–8]). 

В настоящей статье рассматривается задача оптимизации переходного процесса в квазилинейной ди-
намической системе с критерием качества, который представляет собой линейную комбинацию энерге-
тических затрат и длительности процесса. Заметим, что если при нефиксированном времени перехода 
учесть только энергетические затраты, то, как правило, задача не будет иметь решения, а на миними-
зирующей последовательности длительность процесса будет стремиться к бесконечности. Цель ис-
следования – построение асимптотических приближений к решению рассматриваемой задачи. Приме-
няемый подход к исследованию является модификацией методики, изложенной в работах [5; 9]. Суть 
модификации состоит в построении асимптотических разложений по целым степеням малого пара-
метра начальных значений сопряженных переменных и длительности процесса управления. 

Постановка задачи
В классе r-мерных управляющих воздействий u t( ), t t t∈[ ]∗, ,1  с кусочно-непрерывными компонен-

тами рассмотрим следующую задачу оптимального управления: 
 x A t x f x t B t u x t x= ( ) + ( ) + ( ) ( ) = ≠∗ ∗µ , , ,0  (1)

 x t J u x Q t x u P t u dt
t

t

1 0
1

2
1

1

( ) = ( ) = + ( ) + ( )( ) →
∗

∫, min,
T T  (2)

где x – n-вектор; µ – малый (по модулю) параметр; f x t, ,( )  x ∈ R n, t ≥ t∗, – нелинейная вектор-функция; 
t∗, x∗ – заданные начальный момент времени и начальное состояние динамической системы; t1 – нефик-
сированный конечный момент времени (t1 ≥ t∗); Q t( ) – неотрицательно определенная симметрическая 
матрица, а P t( ) – положительно определенная симметрическая матрица для всех t ≥ t∗.

Предположение 1. Элементы матриц A t( ), B t( ), Q t( ), P t( ), ∂ ( )
∂
f x t
x
,

, x ∈ R n, t ≥ t∗, принадлежат клас-
су С p, p ≥ 1.

Управление u t, ,µ( )  t t t∈ ( ) ∗, ,1 µ  с кусочно-непрерывными компонентами принято называть допус-
тимым, если для порожденной им траектории x t, ,µ( )  t t t∈ ( ) ∗, ,1 µ  системы (1) выполняется условие 
x t1 0µ µ( )( ) =, . Допустимое управление, минимизирующее функционал J u( ), называют оптимальным. 
Наряду с этими общеупотребительными понятиями определим то, что будет пониматься под асимпто-
тическими приближениями к решению рассматриваемой задачи. 

Определение 1. Управление u tN( ) ( ), ,µ  t t t N∈ ( )



∗

( )
, ,1 µ  с кусочно-непрерывными компонентами на-

зовем (программным) асимптотически субоптимальным управлением N-го порядка (N = 0, 1, 2, …) в за-
даче (1), (2), если оно переводит систему (1) в состояние O Nµ +( )1  и отклоняется по критерию качества 
J u( ) от оптимального управления на величину того же порядка малости. 
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Определение 2. Вектор-функцию u x tN( ) ( ), , µ  назовем асимптотически субоптимальной обратной 
связью N-го порядка, если для любого начального состояния x t∗ ∗( ),  имеет место

u x t u tN N( )
∗ ∗

( )
∗( ) = ( ), , , ,µ µ

где u tN( ) ( ), ,µ  t t t N∈ ( )



∗

( )
, ,1 µ  – асимптотически субоптимальное управление N-го порядка в задаче (1), (2).

В статье предлагается алгоритм, с помощью которого для заданного числа N (N <  p) можно построить 
асимптотически субоптимальное управление N-го порядка в рассматриваемой задаче. Данный алгоритм 
опирается на конструктивное доказательство теоремы о существовании при сделанных далее предпо-
ложениях гладкого оптимального управления и его асимптотических свойствах. Суть алгоритма состоит 
в построении полиномов Тейлора определяющих элементов оптимального управления, по которым оно 
легко восстанавливается. Определяющими элементами в рассматриваемой задаче являются начальные 
значения (в момент времени t∗) сопряженных переменных, которые в силу принципа максимума [10] 
соответствуют оптимальному управлению, а также длительность процесса. Эти определяющие элемен-
ты, как функции малого параметра, принадлежат классу C p.

Базовая задача
Вычисления при построении асимптотических приближений начинаются с решения базовой задачи, 

которая формально получается из исходной задачи при µ = 0 и, в отличие от нее, является задачей оп-
тимизации линейной системы.

Предположение 2. Динамическая система в базовой задаче вполне управляема (см. [1]).
Это предположение выполняется тогда и только тогда (см., например, [11]), когда при некотором 

t1 > t∗ и любом ненулевом n-векторе l имеет место

l F t B t t t tΤ
0 10( ) ( ) /≡ ≤ ≤∗, ,

где F t0( ) – n n×( )-матричная функция, являющаяся решением начальной задачи
F F A t F t En0 0 0 1= − ( ) ( ) =, ,

с единичной матрицей En. Это условие, которое называют неявным критерием управляемости, для ста-
ционарной динамической системы эквивалентно требованию rank B AB A B nn

, , , .

−( ) =1

При выполнении предположения 2 в базовой задаче существуют допустимые управления, и тогда 
эта задача имеет единственное решение (см. [12]), которое является нормальной экстремалью. Послед-
нее означает, что принцип максимума [10] в данном случае может быть сформулирован следующим 

образом: пусть u t0( ), x t0( ), t T t t∈ =  ∗
0

1

0
,  – оптимальные управление и траектория в базовой задаче, 

тогда существует такое решение y0 t( ), t ∈ T  0, сопряженной системы y y= − ( ) + ( ) ( )A t Q t x tT 0
, что вы-

полняются условия

 y y0 0 0 0 01

2

1

2

T T T T Tt B t u t u t P t u t t B t u u
u Rr

( ) ( ) ( ) − ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) −
∈
max

TTP t u t T( )





∈, ,
0  (3)

 2 1
0

1

0

1

0 0

1

0 0

1

0

1

0 0

1

0y T Tt B t u t u t P t u t( ) ( ) ( ) − ( ) ( ) ( ) = .  (4)

Из условия (3) непосредственно следует 

 u t P t B t t t T0 1 0 0( ) = ( ) ( ) ( ) ∈− T y , .  (5)

Условие (4) с учетом формулы (5) может быть записано в виде 

y y0

1

0

1

0 1

1

0

1

0 0

1

0
1

T Tt B t P t B t t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−
.

Пусть n y0

0= ( )∗t , тогда x t0( ), y0 t( ), t ∈ T  0, есть решение следующей начальной задачи:

 




x A t x B t P t B t t x t x

Q t x t A t

= ( ) + ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =

= ( ) ( ) − ( )

−
∗ ∗

1 T

T

y

y y y

, ,

, tt∗( ) = n0.
 (6)
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Введем в рассмотрение фундаментальную матрицу F t( ), t ≥ t∗, системы (6) как решение начальной 
задачи F A t F= ( ) , F t E n∗( ) = 2 , в которой 

A t
A t B t P t B t

Q t A t
( ) =

( ) ( ) ( ) ( )
( ) − ( )











−1 T

T
.

Разобьем матрицу F на блоки размера n × n:

F
F F
F F

=






11 12

21 22

.

После решения базовой задачи сформируем матрицу

 I
F t x t

F t B t u t d
dt

u t P t
0

12 1

0 0

1

0

22 1

0

1

0 0

1

0

1

0

1

0
2

=
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )


Τ
T

11

0 0

1

0( ) ( )( )














u t
.  (7)

Предположение 3. Выполнено условие det  I0 ≠ 0.
Из результатов, полученных в работе [13], следует, что det .F t

12 1

0
0( ) ≠

Асимптотический анализ решения исходной задачи
Говорить об асимптотически субоптимальных управлениях можно лишь в том случае, когда исход-

ная задача имеет решение. Убедимся, что при сделанных предположениях в задаче (1), (2) с достаточно 
малым по модулю µ существует оптимальное управление. Доказательство будет конструктивным и пред-
определит дальнейшие вычисления при построении асимптотически субоптимальных управлений.

Рассмотрим начальную задачу

 




x A t x f x t B t P t B t x t x

Q t x A t

= ( ) + ( ) + ( ) ( ) ( ) ( ) =

= ( ) − ( ) +

−
∗ ∗µ y

y µ

, , ,
1 T

∂∂
∂

( )



 ( ) =∗

f
x
x t t, , .

T

y y n
 (8)

В силу теоремы о дифференцируемости решений обыкновенных дифференциальных уравнений по на-
чальным данным и параметрам существуют такие положительные числа e0, µ0, что задача (8) имеет 
единственное решение x t, , ,n µ( )  y n µt, , ,( )  принадлежащее классу С p, продолжимое на любой конеч-
ный промежуток t t∗[ ], ,1  если только n n e− <0 0, µ µ<

0
.

Теорема. При выполнении предположений 1–3 в задаче (1), (2) с достаточно малым по модулю µ 
существует единственное оптимальное управление, которое представимо в виде

 u t P t B t t t t t0 1

1, , , , .µ y n µ µ µ( ) = ( ) ( ) ( )( ) ∈ ( ) 
−

∗
T ,  (9)

Оптимальный конечный момент времени t1 µ( ) и начальное значение (в момент времени t0 ) вектора 
сопряженных переменных n µ( ) удовлетворяют системе уравнений

 x t t B t P t B t t t1 1 1

1

1 1 1 10 2, , , , , , , ,n µ y n µ y n µ µy n( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +−T T T
,, , ,µ( ) ( ) − =f t0 1 01  (10)

причем t C p
1

µ( ) ∈ ,  t t1 1

0
0( ) = , n µ( ) ∈C p, n n0

0( ) = .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для сокращения записи введем в рассмотрение векторы h n= ( ), ,t1  h n0 0 1

0= ( ), t  
и вектор-функцию 

R
x

B t P t B t f t
h µ

h µ

y h µ y h µ µy h µ
,

,

, , , ,
( ) =

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) + ( )−T T T

1

1

1 1 2 0 11 1( ) −









 ,

что позволяет записать систему (10) в виде
 R h µ, .( ) = 0  (11)



27

Дифференциальные уравнения и оптимальное управление 
Differential Equations and Optimal Control 

С помощью теоремы о неявной функции убедимся, что эта система уравнений однозначно раз-
решима относительно h при достаточно малых по модулю µ. Прежде всего заметим, что вектор-
функция R h µ, ,( )  определенная в области h h e− <0 0, µ µ< 0, принадлежит классу C p. Поскольку 

x t x t, , ,n0
0

0( ) = ( )  y n yt t, , ,0

0
0( ) = ( )  t ∈ T  0, то 

R
x t

t B t P t B t t
h

y y
0

0

1

0

0

1

0

1

0 1

1

0

1

0 0

1

0
0

1
,( ) =

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −









−T T





= 0.

Матрица Якоби системы (11) имеет вид 

∂
∂

( ) =
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
R

F t x t

F t B t u t d
dt

uh
h, 0

2

12 1

0 0

1

0

22 1

0

1

0 0

1

0

1

0



Τ
T tt P t u t

I
1

0

1

0 0

1

0 0( ) ( ) ( )( )
















=

и в силу предположения 3 является невырожденной. Таким образом, для системы (10) или, что то же 
самое, системы (11) выполнены все условия теоремы о неявной функции. Согласно этой теореме в не-
которой окрестности нуля µ µ< 1 однозначно определена вектор-функция h µ( ) из класса C p, удовлет-
воряющая системе уравнений (11) и условию h h0

0( ) = .

Рассмотрим управление (9). Оно будет допустимым в исходной задаче, поскольку для порожденной 
им траектории x t x t0

, , , ,µ n µ µ( ) = ( )( )  t t t∈ ( ) ∗, ,1 µ  системы (1) выполняется условие x t0 1 0µ µ( )( ) =, . 
Вместе с тем это управление удовлетворяет принципу максимума [10] с вектором сопряженных пере-
менных y µ y n µ µ0 t t, , , ,( ) = ( )( )  t t t∈ ( ) ∗, .1 µ

Покажем, что экстремаль u t0 , ,µ( )  t t t∈ ( ) ∗, ,1 µ  будет единственным оптимальным управлением в за-
даче (1), (2), если µ достаточно мало по модулю. Предположим противное, тогда существует такая после-
довательность µk → 0, что либо управление u t k

0
, ,µ( )  t t t k∈ ( ) ∗, ,1 µ  k = 1, 2, …, не является оптимальным 

в исходной задаче с µ = µk , либо существует другое оптимальное управление. Поскольку установлено, 
что в задаче (1), (2) с достаточно малым по модулю µ существует допустимое управление, то эта за-
дача имеет решение в классе измеримых функций [12]. Решение исходной задачи с µ = µk , отличное 
от u t k

0
, ,µ( )  t t t k∈ ( ) ∗, ,1 µ  обозначим через u t k, ,µ( )  t t t k∈ ( ) ∗, ,1 µ  и пусть x t k, ,µ( )  t t t k∈ ( ) ∗, ,1 µ  – 

соот ветствующая оптимальная траектория. Тогда

J u J u kk k⋅( )( ) − ⋅( )( ) ≤ = …, , , , , .µ µ0
0 1 2

Опираясь на эти неравенства, можно убедиться в том, что t tk1 1

0µ( ) →  при k → ∞, и последователь-
ность измеримых вектор-функций u t k, ,µ( )  t t t∈  ∗

∗, , с любым моментом времени t t∗ <
1

0 содержит под-

последовательность, сходящуюся почти всюду к u t0( ), t t t∈  ∗
∗

, . Рассуждения, которые приводят к та-
кому выводу, аналогичны рассуждениям, использованным при доказательстве теорем в работах [14; 15]. 
Чтобы не усложнять обозначений, будем считать, что сходится сама последовательность. 

Поскольку управление u t k, ,µ( )  t t t k∈ ( ) ∗, ,1 µ  является оптимальным, то для него выполняется 
принцип максимума, т. е. существуют постоянная λ µk( ) ≥ 0  и решение y µt k, ,( )  t t t k∈ ( ) ∗, ,1 µ  сопря-
женной системы

 y µ µ y λ µ µ= − ( ) + ∂
∂

( )( )





+ ( ) ( ) ( )A t f
x
x t t Q t x tk k k k, , ,

T

 (12)

такие, что λ µ y µk k( ) + ⋅( ) ≠, 0 и почти всюду на t t t k∈ ( ) ∗, 1 µ  выполняются условия 

 
y µ µ λ µ µ µ

y

T T

T

t B t u t u t P t u t

t

k k k k k

u Rr

, , , ,

max

( ) ( ) ( ) − ( ) ( ) ( ) ( ) =

=
∈

1

2

,, ,µ λ µk kB t u u P t u( ) ( ) − ( ) ( )





1

2

T

 
(13)
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2 1 1

1

1 1 1− ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) (−λ µ y µ µ µ µ µ y µk k k k k k kt B t P t B t tT T
, ))( ) +

+ ( )( ) ( )( ) − =

,

, , .

µ

µy µ µ µ

k

k k kt f t2 0 1 01 1

T
 

(14)

Пусть n µ y µk kt( ) = ( )∗, , k = 1, 2, … . Поскольку вектор n µ λ µk k( ) ( )( ),  определен с точностью до по-
ложительного множителя, то без ограничения общности можно считать, что n µ λ µ nk k( ) ( )( ) = ( ), , ,0 1  
k = 1, 2, … . Из ограниченной последовательности векторов n µ λ µk k( ) ( )( ),  можно выбрать сходящуюся 
подпоследовательность. Чтобы не усложнять обозначений, будем считать, что сходится сама последо-
вательность, и обозначим ее предел через n λ, .( )  Тогда последовательность y µt k, ,( )  t t t k∈ ( ) ∗, ,1 µ  как 

видно из системы (12), будет равномерно сходиться к решению y t( ), t t t∈  ∗, ,1

0  начальной задачи

y y λ y n= − ( ) + ( ) ( ) ( ) =∗A t Q t x t tT 0
, ,

на любом промежутке t t∗
∗ , , t t∗ <

1

0
.

Переходя к пределу в соотношении (13) при k → ∞, получаем, что почти всюду на t t0 1

0
, 

 y λ y λT T T Tt B t u t u t P t u t t B t u u P t
u Rr

( ) ( ) ( ) − ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) − (
∈

0 0 0

2 2
max ))




u .  (15)

Понятно, что λ ≥ 0, n λ n, , .( ) = ( )0 1  Из соотношений (3), (15), используя неявный критерий управ-

ляемости, получаем, что λ = 1, n n= 0, y yt t( ) = ( )0 , t t t∈  ∗, .1

0  Поскольку λ µk( ) > 0 для достаточно 

больших k, то из соотношения (13) следует, что почти всюду на t t k∗ ( ) , 1 µ

u t
P t B t t

k
k

k
,

,
.µ

y µ
λ µ

( ) =
( ) ( ) ( )

( )
−1 T

Отсюда и из формул (1), (8), (12) видно, что x t x tk
k

k
k, , , ,µ

n µ
λ µ

µ( ) =
( )
( )







 t t t k∈ ( ) ∗, ,1 µ  а так как 

x t k k1 0µ µ( )( ) =, , то с учетом равенства (14) вектор 
n µ
λ µ

k

k

( )
( ) , а также момент времени t k1 µ( ) являются 

решением системы (10) при µ = µk . В силу однозначной разрешимости этой системы в окрестности 

точки n0 1

0
0, ,t( ) имеем n µ

n µ
λ µk

k

k
( ) =

( )
( ) , t tk k1 1µ µ( ) = ( ) для достаточно больших k и, соответственно, 

u t u tk k, ,µ µ( ) = ( )0  почти всюду на t t k∗ ( ) , .1 µ  Поскольку получено противоречие, теорема доказана.

Построение асимптотически субоптимальных управлений
Продолжим изложение алгоритма построения асимптотических приближений к решению задачи 

(1), (2), опираясь на утверждения теоремы. Пусть задано натуральное число N, N <  p. Поскольку вектор 
h µ n µ µ( ) = ( ) ( )( ), t1  принадлежит классу C p и h n0 0 1

0( ) = ( ), ,t  то имеет место асимптотическое равенство 

h µ h µ µ( ) = ( ) + ( )( ) +N NO 1
, где 

 h n µ µ n µ n µ n µN N N N k
k

k

N
Nt t t( ) ( ) ( ) ( )

=

( )= ( ) ( )( ) ( ) = + ( ) = +∑, , ,1 0

1

1 1

0 µµk k
k

N
t1

1=
∑  (16)

есть полиномы Тейлора N-й степени. Вектор-функция 

 u t P t B t t t t tN N N( ) − ( )
∗

( )( ) = ( ) ( ) ( )( ) ∈ ( )



, , , , , ,µ y n µ µ µ1

1

T  (17)

будет асимптотическим субоптимальным управлением N-го порядка в исходной задаче. Для ее по-
строения нужно найти коэффициенты nk , t1k , k N=1, , полиномов (16), что можно сделать с помощью 



29

Дифференциальные уравнения и оптимальное управление 
Differential Equations and Optimal Control 

методики, изложенной в работе [5]. Согласно этой методике прежде всего нужно разложить левую 
часть уравнения (11) по степеням малого параметра, применяя классическую технику Пуанкаре к сис-
теме (8). Вектор-функции x t, , ,n µ( )  y n µt, ,( ) в каждой точке области определения имеют частные 
производные по µ до порядка p включительно, поэтому они представимы в виде

 x t x t O t t Ok
k

N

k

N
k

k
N

, , , , , , ,n µ µ n µ y n µ µ y n µ( ) = ( ) + ( ) ( ) = ( ) + ( )+

=

+∑ 1

0

1

kk

N

=
∑
0

.  (18)

С помощью формализма Пуанкаре составим дифференциальные уравнения для функций x tk , ,n( )  
y nk t, ,( )  k N= 0, , при фиксированном n:

x A t x B t P t B t x t x0 0

1

0 0= ( ) + ( ) ( ) ( ) ( ) =−
∗ ∗

T y , ,

y y y n0 0 0 0= ( ) − ( ) ( ) =∗Q t x A t tT
, ,

x A t x B t P t B t f x t t x t1 1

1

1 0 1 0= ( ) + ( ) ( ) ( ) + ( )( ) ( ) =−
∗

T y , , ,

 y y y y1 1 1 0 0 1 0= ( ) − ( ) − ∂
∂

( ) ( )( ) ( ) =∗Q t x A t h
x
x t t t tT

, , , ,  (19)

x A t x B t P t B t f
x
x t t x t x t2 2

1

2 0 1 2 0= ( ) + ( ) ( ) ( ) + ∂
∂

( )( ) ( ) ( ) =−
∗

T y , , ,

y y y y2 2 2 0 1

2

2 0 0= ( ) − ( ) − ∂
∂

( ) ( )( ) − ∂
∂

( ) ( )Q t x A t h
x
x t t t h

x
x t t tT

, , , ,(( ) ( ) ( ) = …∗x t t1 2 0, , ,y

где h x t f x t, , , .y y( ) = ( )T  Как видно из уравнений (19), нахождение коэффициентов представлений (18) 
при заданном n сводится к последовательному решению начальных задач для систем линейных диффе-
ренциальных уравнений.

В силу представлений (18) левая часть уравнения (11) допускает асимптотическое представление

R R Ok
k

N

k

N
h µ µ h µ, ,( ) = ( ) + ( )+

=
∑ 1

0

в котором 

 

R
x t

t B t P t B t t0

0 1

0 1 1

1

1 1 0 1 1
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y n y n
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( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −









−

,

, ,
,

Τ T

RR
x t

t B t P t B t tk

k

i k i k
h

n

y n y n y
( ) =

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) +−
−

1

1 1

1
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,

, ,
Τ T

−−
=

( ) ( )

















=
∑ 1 1 1

0

0
1

t f t
k N

i

k
, ,

, , .
n

 (20)

Составим системы линейных уравнений для векторов h nk k kt= ( ), ,1  k N=1, . В соответствии со схемой, 
приведенной в работе [5], применим для этого метод неопределенных коэффициентов, а именно раз-
ложим с помощью формулы Тейлора вектор-функцию 

µ h µk
k

N

k

N
R ( )

=
( )( )∑

0

по степеням µ до порядка N включительно и приравняем коэффициенты разложения (начиная с коэф-
фициента при µ) к нулю. В результате получим следующие невырожденные системы линейных уравне-
ний для последовательного нахождения векторов hk , k N=1, :

 I R I R R R
0 1 1 0 0 2 2 0

1
0 1 1

2

0 0

2 1

1

2
h h h h

h
h h h

h
h

h= − ( ) = − ( ) −
∂
∂

( ) −
∂ ( )

∂
…, ,

Τ
..  (21)
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Как видно из формулы (20), чтобы сформировать правые части этих систем, необходимо знать значе-
ния функций x tk , ,n( )  y nk t,( ) и их частных производных по компонентам вектора h в точке h0. Значения 
функций находятся посредством интегрирования уравнений (19). Формальным дифференцированием 
этих уравнений получаем начальные задачи для производных. Например:

d
dt

x
A t

x
B t P t B t

x
t

∂
∂

= ( ) ∂
∂

+ ( ) ( ) ( ) ∂
∂

∂
∂

( ) =−
∗

0 0 1 0 0 0
n n

y
n n

T
, ,

d
dt

Q t
x

A t t En
∂
∂

= ( ) ∂
∂

− ( ) ∂
∂

∂
∂

( ) =∗
y
n n

y
n

y
n

0 0 0 0T
, .

При вычислении правых частей систем (21) следует учитывать, что x t x t0 0

0
, ,n( ) = ( )  y n y0 0

0t t, ,( ) = ( )  
t ∈ T  0. Тогда, как видно из формул (19), (20),

R
x t

t B t P t B t t t
1

1

0

1

0

0 1

0

1

0 1

1

0

1

0

1

0

1

0

02 2
h

y y y
( ) =

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +−Τ ΤT

11

0

1

0
0( ) ( )











f t,
,

а вектор-функция x t1

0( ), t ≥ t∗, вместе с y1
0 t( ), t ≥ t∗, является решением начальной задачи





x A t x B t P t B t f x t t x t

Q t x

1 1

1

1 0 1

1

0= ( ) + ( ) ( ) ( ) + ( )( ) ( ) =

= ( )

−
∗

T y

y

, , ,

11 1 0 0 1 0− ( ) − ∂
∂

( ) ( )( ) ( ) =∗A t h
x
x t t t tT y y y, , , .

Последовательно решая системы (21), находим векторы hk , k N=1, , и составляем полином (16). 
Управление (17), как уже отмечалось, является асимптотически субоптимальным управлением N-го по-
рядка в исходной задаче. Для его построения необходимо решить начальную задачу (8) при n n µ= ( )( )N . 
Вместе с тем y n µ µ y µ µt t ON N N

, , , ,
( ) ( ) +( )( ) = ( ) + ( )1  где

y µ µ yN k
k

k

N
t t t t( )

=
∗( ) = ( ) ≥∑, , ,

0

а yk t( ) находятся в результате последовательного решения задач Коши, отличающихся от уравне-
ний (19) только начальными условиями для yk: y nk kt∗( ) = , k N= 0, . Управление

 u t P t B t t t t tN N N( ) − ( )
∗

( )( ) = ( ) ( ) ( ) ∈ ( )



, , , , ,µ y µ µ1

1

T  

наряду с уравнением (17) является асимптотически субоптимальным управлением N-го порядка в за-
даче (1), (2).

Заметим, что y µ y0 0( ) ( ) = ( )t t, , t ∈ T  0, и, соответственно, u t u t0 0( ) ( ) = ( ), ,µ  t ∈ T  0, т. е. решение базо-
вой задачи является асимптотически субоптимальным управлением нулевого порядка в исходной за-
даче. Также обратим внимание на то, что при построении асимптотически субоптимального управле-
ния первого порядка можно ограничиться решением начальной задачи (21), поскольку это управление 
представимо в виде

u t u t u t t t t1 0 1

1

1( )
∗

( )( ) = ( ) + ( ) ∈ ( )



, , , ,µ µ µ

где 
u t P t B t t F t1 1

1

0

22 1( ) = ( ) ( ) ( ) + ( )( )− T y n .

Построенные асимптотические приближения корней системы уравнений (11) можно использовать 
для решения этой системы, а значит, и рассмотренной задачи при заданном значении µ. Для этого нуж-
но применить процедуру доводки [16], т. е. найти с помощью метода Ньютона корни системы уравне-
ний (11), взяв в качестве начального приближения h µN( ) ( ).

Пример. В классе управляющих воздействий u t u t u t u t( ) = ( ) ( ) ( )( )1 2 3, , , t ≥ t∗, с кусочно-непрерыв-
ными компонентами рассмотрим задачу оптимального управления

  x x x u x x x u x x x u1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 32= + = + = − +µ µ µ, , ,
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x t x t ii i i∗( ) = ( ) = =ω , , , ,1 0 1 3

J u x x x u u u dt
t

t

( ) = + + + + + +( ) →
∗

∫
1

2
1 4 4 41

2
2
2

3
2

1
2

2
2

3
2

1

min,

которая, в частности, моделирует процесс торможения вращений твердого тела, близкого к сферически 
симметричному [4]. В ней 0 < µ = 1. Построим асимптотически субоптимальные управления нулевого 
и первого порядков в этой задаче.

Предположение 2 в базовой задаче выполнено. Матрица (7) в данном случае имеет вид
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2= + + , и является невырожденной. Таким об-
разом, выполняется предположение 3.

Решением базовой задачи является управление
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которое представляет собой асимптотически субоптимальное управление нулевого порядка в исходной 
задаче.

Поскольку в данном случае t11 = 0, то программное асимптотически субоптимальное управление 
первого порядка представимо в виде
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Из формул (22), (23) следует, что асимптотически субоптимальная обратная связь нулевого порядка 
имеет вид

u x t t x t t x ii i
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2

2
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3
2

1, ln ,( ) = − + + + − + +( )  а асимптотически субоптимальная обратная связь 

первого порядка совпадает с асимптотически субоптимальной обратной связью нулевого порядка.
Для оценки точности построенных асимптотических приближений были найдены состояния, в ко-

торые динамическую систему переводят программные асимптотически субоптимальные управления ну-
левого и первого порядков при t∗ = 0, ω1 = –1, ω 2 = 3, ω3 = 1 и конкретных значениях малого параметра. 
Результаты вычислений приведены в таблице (с точностью до 10– 6 ).
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Результаты вычислений
Calculation results

Субоптимальные 
управления

µ = 0,1 µ = 0,01
x1 x2 x3 x1 x2 x3

Управление  
нулевого порядка 0,361 197 0,060 407 0,338 947 0,027 447 0,008 893 0,050 527

Управление  
первого порядка 0,058 040 0,003 344 0,120 750 0,000 801 0,000 126 0,001 001

Заключение
В статье предложены и обоснованы алгоритмы построения асимптотических приближений к реше-

нию рассмотренной задачи. Суть применяемого подхода к исследованию состоит в асимптотическом 
разложении по целым степеням малого параметра начальных значений сопряженных переменных, ко-
торые в силу принципа максимума соответствуют оптимальному управлению, и длительности процесса. 
Основное достоинство предлагаемых алгоритмов прежде всего состоит в том, что вместо исходной, по 
существу, нелинейной задачи решается задача оптимизации линейной системы. Кроме того, вычисли-
тельная процедура алгоритмов включает в себя решение начальных задач для систем линейных диффе-
ренциальных уравнений, а также нахождение корней невырожденных линейных алгебраических систем.
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