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УДК 517.518.126+519.216.71

ЕДИНСТВЕННОСТЬ ПРОИЗВОДНЫХ ГУБИНЕЛЛИ  
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ И АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ ДУБА – МЕЙЕРА  

ДЛЯ ГРУБЫХ ТРАЕКТОРИЙ С ПРОИЗВОЛЬНЫМ  
ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМ ПОКАЗАТЕЛЕМ ГЕЛЬДЕРА

М. М. ВАСЬКОВСКИЙ 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Исследуются свойства производных Губинелли высших порядков от управляемых грубых траекторий, имеющих 
произвольный положительный показатель Гёльдера. Используется понятие α β,( )-грубого отображения, на основе 
которого даются достаточные условия, обеспечивающие единственность производных Губинелли высших по-
рядков. С помощью теоремы о единственности производных Губинелли высших порядков доказывается аналог 
теоремы Дуба – Мейера для грубых траекторий с произвольным положительным показателем Гёльдера. В заклю-
чительной части показывается, что закон локального повторного логарифма для дробного броуновского движения 
обеспечивает применимость основных результатов настоящей статьи к интегрированию по многомерному дроб-
ному броуновскому движению с произвольным индексом Херста. Приводятся примеры, демонстрирующие связь 
грубых потраекторных интегралов с интегралами Ито и Стратоновича.

Ключевые слова: грубые траектории; производная Губинелли; разложение Дуба – Мейера; дробное броунов-
ское движение.
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ON THE UNIQUENESS OF HIGHER ORDER  
GUBINELLI DERIVATIVES AND AN ANALOGUE  

OF THE DOOB – MEYER THEOREM FOR ROUGH PATHS  
OF THE ARBITRARY POSITIVE HOLDER INDEX

M. M. VASKOUSKI a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

In this paper, we investigate the features of higher order Gubinelli derivatives of controlled rough paths having an 
arbitrary positive Holder index. There is used a notion of the α β,( )-rough map on the basis of which the sufficient condi-
tions are given for the higher order Gubinelli derivatives uniqueness. Using the theorem on the uniqueness of higher order 
Gubinelli derivatives an analogue of the Doob – Meyer theorem for rough paths with an arbitrary positive Holder index is 
proved. In the final section of the paper, we prove that the law of the local iterated logarithm for fractional Brownian mo-
tion allows using all the main results of this paper for integration over the multidimensional fractional Brownian motions 
of the arbitrary Hurst index. The examples demonstrating the connection between the rough path integrals and the Ito and 
Stratonovich integrals are represented.

Keywords: rough paths; Gubinelli derivative; Doob – Meyer expansion; fractional Brownian motion.

Введение
В 1998 г. в работе Т. Лайонса [1] был предложен принципиально новый подход к интегрированию по 

отображениям, не имеющим конечной вариации. Данный подход основан на включении в интеграль-
ные суммы дополнительных членов, соответствующих тейлоровским разложениям высших поряд-
ков, а разработанная Т. Лайонсом теория впоследствии получила название теории грубых траекторий 
(rough path theory). Теория грубых траекторий вызывает большой интерес у математиков и физиков, по-
скольку имеет глубокие приложения в стохастическом анализе и квантовой теории поля [2]. В отличие от 
Т. Лайонса, который строил теорию грубых траекторий, опираясь на понятие абстрактных тейлоровских 
разложений в соответствующих тензорных алгебрах, М. Губинелли [3] предложил альтернативный под-
ход, основанный на понятии управляемой грубой траектории. Функциональный вариант теории грубых 
траекторий, разработанный М. Губинелли, с одной стороны, позволил существенно упростить техниче-
скую часть теории грубых траекторий, а с другой стороны, дал возможность строить теорию интегри-
рования без привязки к соответствующим дифференциальным уравнениям. На основе теории грубых 
траекторий М. Хайрер построил теорию регулярностных структур, с помощью которой получил новые 
глубокие результаты в теории стохастических дифференциальных уравнений в частных производных. 
Следует отметить, что вклад и результаты М. Хайрера были удостоены премии Филдса в 2014 г.

Теория грубых траекторий имеет наиболее значительные применения в теории стохастических диффе-
ренциальных уравнений, в том числе для исследования стохастических дифференциальных уравнений, 
управляемых антиперсистентными дробными броуновскими движениями. Первые работы, посвящен-
ные таким приложениям теории грубых траекторий, принадлежат Л. Кутэн, Ж. Кьяну, Ф. Бадуэну [4; 5]. 
В дальнейшем эти результаты уточнялись и обобщались [6 –10]. В частности, в статье [4] показано, что 
стохастические дифференциальные уравнения, управляемые дробными броуновскими движениями с по-
казателями Херста, меньшими 1

4
, не могут быть исследованы в рамках теорий грубых траекторий, раз-

работанных Т. Лайонсом и М. Губинелли, так как кусочно-линейные аппроксимации для таких дроб-
ных броуновских движений не являются сходящимися по вероятности. В статьях [11; 12] была развита 
теория грубых траекторий Губинелли и с ее помощью исследованы стохастические дифференциальные 
уравнения, управляемые дробными броуновскими движениями с произвольным положительным пока-
зателем Херста. При этом ключевую роль играют свойства производных Губинелли высших порядков. 
В сущности, производные Губинелли от функции Y относительно α-гёльдеровской функции X опре-
деляются не единственным образом. Отмеченная неединственность, как правило, не вносит неопреде-
ленности в случае, когда теория грубых траекторий применяется к исследованию проблем однозначной 
разрешимости, устойчивости дифференциальных уравнений, поскольку выбор производных Губинелли 
осуществляется в соответствии со стандартными правилами замен переменных в дифференциальных 
уравнениях [11]. Тем не менее в отрыве от теории дифференциальных уравнений неединственность 
производных Губинелли приводит к неоднозначности определения грубого потраекторного интеграла.
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В настоящей статье исследуется проблема неединственности производных Губинелли высших по-
рядков. Автором вводится понятие α β,( )-грубого отображения X (определение 1) и при определенных 
соотношениях между α и β устанавливается единственность производных Губинелли высших поряд-
ков от функции Y относительно отображения X (теорема 1). С помощью данного результата в статье по-
лучен аналог теоремы Дуба – Мейера для грубых траекторий произвольного положительного индекса 
Гёльдера (теорема 2). В заключительной части работы демонстрируется, что, в частности, представлен-
ные результаты применимы в случае, когда интегрирование происходит по многомерному дробному 
броуновскому движению, имеющему произвольный положительный показатель Херста.

Основные результаты
Определение грубых траекторий. Зафиксируем произвольные T  > 0 и α ∈( ]0 1, . Пусть V – конечно-

мерное евклидово пространство. Через C T Vα
0, ,[ ]( ) и C T V2 0

α
, ,[ ]( ) обозначим множества функций 

f T V: ,0[ ] →  и g T V: ,0
2[ ] →  соответственно, таких, что величины

f
f f

t s
g

g

ts t T s t

t s

s t T s t

s t
α α α: sup , : sup

, , ,
,

, , ,

,=
−

−
=

−∈[ ] ≠ ∈[ ] ≠0
2

0 ss α

являются конечными. Далее для функции двух переменных gs, t будем писать g α  вместо g α, ,2  а для 
функции одной переменной  ft  через  fs, t будем обозначать приращение  ft  –  fs.

Положим n = 




1

α . Через α
0, ,T V[ ]( ) обозначим множество α-непрерывных по Гёльдеру грубых траек-

торий, т. е. множество элементов X X X= …( )1
1

, , ,
n  таких, что Xi i iC T V∈ [ ]( )⊗

2 0
α

, ,  для любого i = 1, …, n 

и для всех s u t T, , ,∈[ ]0  выполняется следующее тождество Чена: X X Xs t s u u t, , , ,=   где X X X Xs u u t
i

s u
j

j

i

u t
i j

, , , , .( ) = ⊗
=

−∑
0

X X X Xs u u t
i

s u
j

j

i

u t
i j

, , , , .( ) = ⊗
=

−∑
0

 Отметим, что операция  задает умножение на тензорной алгебре T V Vn

i

n
i( )

=

⊗( ) = ⊕
0

, 

где V ⊗ =0 . Таким образом, элемент X : ,0
2T T Vn[ ] → ( )( )  однозначно определяется значениями X0, t , 

t T∈[ ]0, , поскольку X X Xs t s t, , , .= ( )−
0

1

0  Далее будем писать Xt вместо X0, t.

Будем говорить, что элемент X ∈ [ ]( )α
0, ,T V  является грубой траекторией над X C T V∈ [ ]( )α

0, , , 

если X0

1

, t tX=  для любого t T∈[ ]0, .

Замечание 1. В сущности, грубая траектория X X X= …( )1
1

, , ,
n  над X C T V∈ [ ]( )α

0, ,  определяется 
не единственным образом (см. [2, гл. 3]). Вопросы существования грубых траекторий над произвольной 
функцией X C T V∈ [ ]( )α

0, ,  рассматривались в статье [13].
Определение слабоуправляемых грубых траекторий. Пусть X C T V∈ [ ]( )α

0, , , X X X= …( )1
1

, , ,
n  – 

грубая траектория над X, а W – конечномерное евклидово пространство. Будем говорить, что функция 
Y C T Wt ∈ [ ]( )α

0, ,  слабо управляется грубой траекторией X ∈ [ ]( )α
0, , ,T V  если существуют функции 

Y T L V W1
0

( ) [ ] → ( ) …: , , , , Y T L V Wn n−( ) ⊗ −[ ] → ( )1 1
0: , ,  такие, что

Y Y Y Rs t s s t s
n

s t
n

s t
Y n

, , , ,

,
,= + … + +( ) −( ) −1 1 1 1X X

Y Y Y Rs t s s t s
n

s t
n

s t
Y n

, , , ,

,
, ,

1 2 1 1 2 1( ) ( ) −( ) − −= + … + + …X X

Y Y Rs t
n

s
n

s t s t
Y

, , ,

,
,

−( ) −( )= +2 1 1 2X

Y Rs t
n

s t
Y

, ,

,
,

−( ) =1 1

а для каждого из остаточных членов RY, i, i = 1, …, n, величина RY i
i

,
α
 является конечной. Функцию Y i( ) 

будем называть производной Губинелли порядка i от Y.
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Замечание 2. В сущности, производные Губинелли от Y C T Wt ∈ [ ]( )α
0, ,  относительно грубой траек-

тории X X X= …( )1
1

, , ,
n  определяются не единственным образом. Действительно, если положить 

α = 1
2
,  Xt t t=







1
2

2

, , , Yt ≡ 0, то в качестве производной Губинелли Y 1( ) можно выбрать любую функцию 

из C T1 2
0

/
, , .[ ]( )  Как будет показано далее (см. теорему 1), неединственность производных Губинелли 

является следствием избыточной гладкости отображения X. Для показателей Гёльдера α ∈





1

3

1

2
,  по-

нятие управляемой грубой траектории впервые введено в статье [3]. Отметим, что любая управляемая 
грубая траектория в смысле работы [3] является слабоуправляемой грубой траекторией в смысле вве-
денного выше определения, но не наоборот.

Так как пространство C T Wα
0, ,[ ]( ) банахово, то множество

DX
α α

α
0 0

1 1

1

, , , , , : , , ,
,T W Y Y Y Y C T W Rn Y i
i

i

n

[ ]( ) = …( ) ∈ [ ]( ) < ∞( ) −( )

=
∑












также образует банахово пространство относительно нормы [11]

Y
X

X
D

D
α

α
: , , , ,= + …( )( )

=

−
( ) −( )∑ Y Y Y Yi

i

n
n

0

0

1
1 1

где Y Yt t
0( ) = , Y Y Y Rn Y i

i
i

n
, , , .

,1 1

1

( ) −( )

=
…( ) = ∑

DX
α α

Определение интеграла по грубым траекториям. Пусть X X X= …( ) ∈ [ ]( )1 0
1

, , , , , ,
n T Vα  

Y C T L V W∈ [ ] ( )( )α
0, , , , Y Y Y T L V Wn

, , , , , , ,
1 1

0
( ) −( )…( ) ∈ [ ] ( )( )DX

α  V, W – конечномерные евклидовы 

пространства. Возьмем некоторые s t T, , ,∈[ ]0  s < t, через P обозначим произвольное конечное разбие-

ние отрезка s t, .[ ]  Грубым потраекторным интегралом Y dr r
s

t

X∫  будем называть следующий предел интег-

ральных сумм (если этот предел существует, конечен и не зависит от способа разбиения отрезка s t, ) :[ ]
Y d Yr r

s

t

P u
i

u v
i

i

n

u v P
X X∫ ∑∑=

( ) →

( ) +

=

−

[ ] ∈
: lim .,

,
diam 0

1

0

1

Замечание 3. Неоднозначность определения грубой траектории над X приводит к неоднозначности опре-

деления грубого потраекторного интеграла. Если Xt – стандартный винеровский процесс, а α ∈





1

3

1

2
, , 

то в зависимости от способа выбора X, в частности, можем получить интеграл Ито или интеграл Стра-
тоновича [2, гл. 5]. Другой источник неоднозначности определения интеграла состоит в неединствен-
ности определения производных Губинелли от Y C T L V W∈ [ ] ( )( )α

0, , ,  относительно фиксированной 
грубой траектории X X X= …( ) ∈ [ ]( )1 0

1
, , , , , .

n T Vα  Как будет доказано далее (см. теорему 2), исполь-
зование разных наборов производных Губинелли от Y приводит к различным значениям интеграла.

Предложение 1 [11]. Пусть α ∈( ]0 1, , n = 





1
α , X X X= …( ) ∈ [ ]( )1 0

1
, , , , ,

n T Vα , Y Y Y T L V Wn
, , , , , ,

1 1
0

( ) −( )…( ) ∈ [ ] ( )( )DX
α , 
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1 1
0

( ) −( )…( ) ∈ [ ] ( )( )DX
α , V, W – конечномерные евклидовы пространства. Тогда для любых s t T, ,∈[ ]0  

интеграл Y dr r
s

t

X∫  корректно определен и существует постоянная C C= ( )α  такая, что для любых 

s t T, ,∈[ ]0  выполняется оценка

Y d Y C R t sr r
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s
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s t
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Определение 1. Пусть α β, , ,∈( ]0 1  α < β, V – конечномерное евклидово пространство. Будем гово-

рить, что отображение X C T V∈ [ ]( )α
0, ,  является α β,( )-грубым, если существует всюду плотное в 0, T[ ] 

множество S такое, что для любых s ∈ S, v V∗ ∗∈ { }\ 0  выполняется равенство

lim
,

.
,

t s

s tv X

t s↓

∗

−
= ∞β

Теорема 1. Пусть α ∈





0
1

2
, , n = 




1

α . Предположим, что отображение X C T V∈ [ ]( )α
0, ,  яв-

ляется α α, 2( )-грубым, X X X= …( ) ∈ [ ]( )1 0
1

, , , , ,
n T Vα , Y Y Y T L V Wn

, , , , , ,
1 1

0
( ) −( )…( ) ∈ [ ] ( )( )DX

α , 

  Y Y Y T L V Wn
, , , , , , .

1 1
0

( ) −( )…( ) ∈ [ ] ( )( )DX
α  Если Y Yt t=   для любого t T∈[ ]0, , то Y Yt

i
t
i( ) ( )=   для всех 

t T∈[ ]0, , i = 1, …, n – 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Существует всюду плотное в 0, T[ ] множество S такое, что для любых s ∈ S, 

v V∗ ∗∈ { }\ 0  выполняется равенство

 lim
,

.
,

t s

s tv X

t s↓

∗

−
= ∞

2α  (1)

Покажем, что для всех t T∈[ ]0, , i = 1, …, n – 1 выполняется равенство Y Yt
i

t
i( ) ( )=  . Докажем утверждение 

индукцией по i. Пусть i = 1. Зафиксируем произвольное s ∈ S. Так как

Y Y Y R Y X O t ss t s s t s
n

s t
n

s t
Y n

s s t, , , ,

,

,= + … + + = + −(( ) −( ) − ( )1 1 1 1 1 2X X α )),
Y Y Y R Y X O ts t s s t s

n
s t
n

s t
Y n

s s t, , , ,

,

,= + … + + = + −( ) −( ) − ( )
  

1 1 1 1 1X X ss 2α( ),
то из соотношения (1) вытекает, что Y Ys s

1 1( ) ( )=  . Поскольку функции Y Yt t
1 1( ) ( )
,   непрерывны на отрезке 

0, ,T[ ]  то из равенства Y Ys s
1 1( ) ( )=   для всех s ∈ S следует, что Y Yt t

1 1( ) ( )=   для любого t T∈[ ]0, . Предполо-
жим, что Y Yt

i
t
i( ) ( )=   для всех t T∈[ ]0, , i ≤ k < n – 1. Докажем, что Y Yt

k
t
k+( ) +( )=1 1
  для любого t T∈[ ]0, . 

Зафиксируем произвольное s ∈ S. Так как

Y Y Y R Y Xs t
k

s
k

s t s
n

s t
n k

s t
Y n k

s
k

, , , ,

,( ) +( ) −( ) − − − +( )= + … + + =1 1 1 1 1X X ss t O t s, ,+ −( )2α

Y Y Y R Ys t
k

s
k

s t s
n

s t
n k

s t
Y n k

s
k

, , , ,

,( ) +( ) −( ) − − − += + … + + =  

1 1 1 1X X 11 2( ) + −( )X O t ss t, ,
α

то из соотношения (1) вытекает, что Y Ys
k

s
k+( ) +( )=1 1
 . Из непрерывности функций Y Yt

k
t
k+( ) +( )1 1

,   на отрезке 
0, T[ ] следует, что Y Yt

k
t
k+( ) +( )=1 1
  для любого t T∈[ ]0, . Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть α ∈





0
1

2
, , n = 




1

α . Предположим, что отображение X C T V∈ [ ]( )α
0, ,  яв-

ляется α α, 2( )-грубым, X X X= …( ) ∈ [ ]( )1 0
1

, , , , ,
n T Vα , Y Y Y T L V Wn

, , , , , ,
1 1

0
( ) −( )…( ) ∈ [ ] ( )( )DX

α , 
  Y Y Y T L V Wn
, , , , , ,

1 1
0

( ) −( )…( ) ∈ [ ] ( )( )DX
α , Z Z C T W, , , . ∈ [ ]( )0  Если для любого t T∈[ ]0,  выполняется 

равенство
Y d Z dr Y d Z drr r

t

r

t

r r

t

r

t

X X
0 0 0 0
∫ ∫ ∫ ∫+ = +  ,

то Y Yt
i

t
i( ) ( )=  , Z Zt t=   для всех t T∈[ ]0, , i = 0, …, n – 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Y Y Y T L V Wn
, , , , , , .

1 1
0

( ) −( )…( ) ∈ [ ] ( )( )DX
α  Докажем, что и элемент 

Y d Y Y Y T L V Wr r
nX X

0

1 2
0

•

∫ ( ) −( )…








 ∈ [ ] ( )( ), , , , , , , .Dα
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Имеем

Y d Y Y Y
Y

t s
r r

n

s t

s t
n

X
X

0

1 2

2
•

∫ ( ) −( )
≠

−( )
…









 =

−
+

+

, , , , sup

sup

,

Dα
α

ss t

k
s t
n k

s
n k i

s t
i

i

k

k

n

s t
t s Y Y t

≠

− −( ) −( ) − +( )

=

−

= ≠
− − +∑∑ 1

1

2

3

α
, , supX −− −− ( ) +

=

−

∑∫s Y d Yn
r r s

i
s t
i

i

n

s

t
α X X , .

1

0

2

Так как Y Y Rs t
n k

s
n k i

s t
i

i

k

s t
Y k

, , ,

,
,

−( ) − +( )

=

−

= +∑ X
1

1

 то из предложения 1 вытекает, что

Y d Y Y Y
Y

r r
n

s tk

n s
n

s t
X

X

X
0

1 2

1

1
1

•

∫ ∑( ) −( )
≠=

− −( )
…









 ≤, , , , sup

,

Dα

kk
s t
Y k

k

s t

n n i
n i

Y i
i

n

R

t s

t s R t s

+

−
+

+ − −

+

≠

− + −
+ −( )

+(

,
,

,
sup

1

1

1

1

α

α

α α
X )) −( )

=
+ = ( )∑ α Y Os

n
s t
n

i

n
1

1

1X , .

Аналогично получаем, что    Y d Y Y Y T L V Wr r
nX X

0

1 2
0

•

∫ ( ) −( )…








 ∈ [ ] ( )( ), , , , , , , .Dα

Таким образом,

I I I Y Y d Y Y Y Y Y Yn
r r r

n n
, , , , , , ,

1 1 1 1 2( ) −( ) ( ) ( ) −( )…( ) = −( ) − − … −   X −−( )∫








 ∈ [ ] ( )( )2

0

0

•

DX
α

, , , .T L V W

Возьмем произвольные s t T, , .∈[ ]0  Имеем

Y d Y d Y Y d Z Z dr O t s O tr r
s

t

r r
s

t

r r r
s

t

r r
s

t

X X X∫ ∫ ∫ ∫− = −( ) = −( ) = −( ) = −   ss nα( ).
Так как I O t ss t

n
, ,= −( )α  то I T L V W, , , , , , .0 0 0…( ) ∈ [ ] ( )( )DX

α  В силу теоремы 1 получаем, что It
1

0
( ) =  

для любого t T∈[ ]0, .  Следовательно, Y Yt t=   для любого t T∈[ ]0, .  Снова применяя теорему 1, заклю-

чаем, что Y Yt
i

t
i( ) ( )=   для всех t T∈[ ]0, , i = 1, …, n – 1. Значит, Y d Y dr r

t

r r

t

X X
0 0
∫ ∫=   для любого t T∈[ ]0, . 

Таким образом, Z dr Z drr

t

r

t

0 0

∫ ∫=  . Из теоремы Барроу вытекает, что Z Zt t=   для любого t T∈[ ]0, . Теорема 

доказана.
Теорема 3. Пусть задано d-мерное дробное броуновское движение Bt

H, t T∈[ ]0, , с показателем 
Херста H ∈( )0 1, . Тогда для любых α ∈( )0, H , β ≥ H почти все траектории процесса Bt

H являются 
α β,( )-грубыми.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно закону локального повторного логарифма для дробного броуновского 
движения [14, гл. 1] для любого t T∈[ ]0,  имеем

 lim

ln ln

,
,

/h

t t h
H

H H

B

h h
c

↓

+

−( )
=















=
0 1

1 2
1

где cH – положительная постоянная. Введем обозначение ρ h h hH( ) = ( )−
ln ln ,

/
1
1 2

 h > 0.
Зафиксируем произвольные α ∈( )0, ,H  β ≥ H. Согласно работе [14, гл. 1] почти все траектории про-

цесса Bt
H принадлежат C T Vα

0, , ,[ ]( )  где V = d.
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Существует постоянная cH > 0 такая, что для любых v∗ ∈ V  ∗, v∗ =1, s T∈[ )0,  выполняется равенство

  lim
,

.
,

t s

s t
H

H

v B

t s
c

↓

∗

−( ) ≥












=
ρ

 1  (2)

Кроме того, справедливо соотношение

  lim .
,

t s

s t
HB

t s↓ −( ) < ∞












=
ρ

1   (3)

Пусть K – счетное всюду плотное множество в U v V v= ∈ ={ }∗ ∗ ∗
: .1  Тогда из равенства (2) получаем

  lim
,

.
,

t s

s t
H

H

v B

t s
c v K

↓

∗
∗

−( ) ≥ ∀ ∈












=
ρ

 1  (4)

Возьмем произвольное v∗ ∈ U, существует последовательность v Kn
∗( ) ⊂  такая, что v vn V n

∗ ∗
→ ∞

− →∗ 0. 
Имеем

 lim
,

lim
,

lim
, ,

t s

n s t
H

t s

s t
H

n V t s

v B

t s

v B

t s
v v

B
↓

∗

↓

∗
∗ ∗

↓−( ) ≤
−( ) + − ∗ρ ρ

ss t
H

t s
,
.

ρ −( )  (5)

Таким образом, из соотношений (3) – (5) следует, что

  lim
,

.
,

t s

s t
H

H

v B

t s
c v U

↓

∗
∗

−( ) ≥ ∀ ∈












=
ρ

 1  (6)

Из равенства (6) вытекает, что для почти всех ω существует последовательность t t sn n n
= ( ) ↓

→ ∞
ω  

такая, что для любого v∗ ∈ U
v B

t s
c n

s t
H

n
H

n
∗

−( ) ≥ −
,

.
,

ρ


1

Тогда
v B

t s
c n t s t s

s t
H

n
H n

H
n n

n
∗

− −

→ ∞−
≥ −





− −( ) → ∞
,

ln ln .
, /

β
β



1 1
1 2

Таким образом,

P Qlim
,

, , ,
,

t s

s t
Hv B

t s
v U s T

↓

∗
∗

−
= ∞ ∀ ∈ ∀ ∈[ )













=β 0 1

что и требовалось доказать.
Замечание 4. Пусть W Bt t= 1 2/  – стандартный винеровский процесс. Положим n = 2, α ∈





1

3

1

2
, . Со-

гласно утверждению 1 почти все траектории процесса Wt являются α α, 2( )-грубыми. Положим 

X = ( )1, , ,W  Ito  где s t s r r
s

t

W dW, , ,
Ito = ⊗∫  а интегралы в правой части понимаются как интегралы Ито. 

Тогда X ∈ [ ]( )α
0, ,T V  [2, гл. 3], кроме того, интеграл Y dr r

t

X
0
∫  почти наверное совпадает с интегралом 

Ито в предположении, что Y Y T L V W, , , ,
1

0
( )( ) ∈ [ ] ( )( )DX

α  [2, гл. 5]. В таком случае теорема 2 превра-
щается в известную теорему Дуба – Мейера для семимартингалов [15, гл. 1].
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Замечание 5. В частном случае (когда α ∈





1

3

1

2
, ) результаты, аналогичные теоремам 1–3, ранее 

были доказаны в работе [2, гл. 6].
Замечание 6. Альтернативным способом исследования свойств грубых траекторий является дискре-

тизация и изучение асимптотических свойств случайных блужданий на подходящих графах [16 –18]. 
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