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ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ СВЕТОВЫЕ ПУЛИ 
В КЕРРОВСКОЙ СРДЕ

Одним из важных применений солитонов является использование 
их в системах передачи и обработки информации. Весьма часто опти
ческое волокно представляет собой неоднородную стеклянную нить 
(селфок), поперечное сечение которой преднамеренно или случайно 
имеет эллиптическую форму. Следовательно, представляется актуаль
ным вопрос о распространении оптических солитонных импульсов в 
неоднородных эллиптических волноводах

Рассмотрим распространение узких пространственно-временных 
солитонов в керровской нелинейной и неоднородной среде Используя 
неоднородность типа селфока, мы обходим определённые трудности 
решения граничной задачи для эллиптического волновода [1] и ищем 
решение в виде эллиптических гауссовых пучков.

Исходным в такой приближённой постановке является уравнение 
для огибающей функции A'(,r,y,z)exp(/co/-Az) распространяющегося
импульса вида [2, 4]

ЭА i . „ i , д'Е — + —Д,Д +-/<,—- 
dz 2к„ J 2 Sir

Ьк
'Тк о, (i)

где к„ - постоянная распространения невозмущённой среды, Дх - по- 
д2кперечный оператор Лапласа, к, =----- - - дисперсия среды, Д£’ - до
дал

бавка к постоянной распространения из-за нелинейности и неодно

родности среды, т]=/-— , и - групповая скорость. В нашем случае 
и

неоднородного эллиптического волновода изменения показателя пре
ломления по осям Ох и Оу определяем как

Дн^-ЗА.Д”.. = (2)
к ■ X

Изменения показателя преломления, обусловленные керровской нели
нейностью, обозначаем следующим образом:

Д/г,=Р„|А-|2=РД2|Ч/|:=р,|ч/|2, (3)

где А„ - амплитуда электрического поля /І' = х, y,z,t) Суммарное
изменение показателя преломления
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Am - Дм, + Am, + Am, . (4)
Постоянная распространения при этом определяется как к - А„(] + Ал), 
причем

ДЛ' = 2£,2Дм = 2£;(Ам, + Anv + Амк). (5)
В итоге дчя функции у из (1) получаем следующее уравнение

chy F 1
& 2Аг„ дхг 2А„ Эу~

*■ + '*..₽! ІЧ'Г Ч' - 'ЛРл - i*„p,
2 (»у л-,;

-- ч» = о. (6) 
г,.

Введём новые переменные посредством соотношений: 
х’^х^.у^уфк^ц^ц^. (7)

После этого уравнение (6) принимает вид (штрихи опускаем) 
э™ . а2м/ ,а\|/ , р х’ у' „

+ -г+/-4'+'-г-т + 'а1 'Р \)/-/ак£тф = 0, (8)
dz дх' ду Эг|- х„ X 

где
а, = = *Д,«, = ^₽, ■ (9)

Как известно, хорошим приближением решения уравнения (8) для 
неоднородных диэлектрических волноводов (селфоков) являются 
функции Гаусса [1], а профиль солитонов по оси z представляется 
функцией sh(z) [3]. Но в окрестности максимума поля функция Гаусса 
и sh совпадают. Следовательно, для описания основных особенностей 
пространственно-временных солитонов (типа световых пуль) доста
точно ограничиться основной гауссовой модой.

Итак, будем искать решение уравнения (8) в виде следующего эл
липсоидального гауссоида:

V = ехр(/у, - у. - + , - 2_ + /Z_ _ JL_ + ' А) (Ю)
A; /у; 7П,; рп.;

Здесь 7i, у2, Д g, Л, /, с/, р - безразмерные функции от z. При этом при
ближённо

|^ = 1-2у,-2-4-2^-2А. (Н)
.К hy„ £/п;

Подставляя (10), (11) в уравнение (8) и проделывая несколько гро
моздкие вычисления, получаем следующие уравнения для неизвест
ных пока функций:
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у' - 2--- - 2---- 2---.- + <х, 2а,у. =0, (12)
/>)-,; ‘п

у', + 2 + 2 -L + 2 —--, (13)
gx; /у» РК

./- + 8—- = о. (14)
./ g-K

£--4——. + 4._.1-- + 2а,— + а =0, (15)
g’ J'x. g-л;, /

т+8А=0- О6)
а іу;

- 4_J_ + 4_!_ + 2а. — + а =0, (17)
Г' Л’к Гу; 'h '

- + 8-^-- = 0, (18)
Я Р'П,

£._4._L + 4_l_ + 2a,-=0, (19)
Р’ Я 'П', /’’И,; Я

где штрих означает производную по z.
Уравнения (14) и (15), (16) и (17), (18) и (19) составляют три пары 

схожих уравнений, которые определяют форму эллипсоидального 
трёхмерного солитона Вместе с уравнениями (12), (13) они определя
ют также его фазовую поверхность и амплитуду на оси волновода со
ответственно. Будем искать вначале решение системы уравнений (14), 
(15). Дифференцируя уравнение (14) и исключая потом функцию g(z), 
для функции/(д) получаем следующее уравнение:

- + ^f--8,-5 /1 (20)
dz2 {dz) f х2{/ '■ )

1 , _ I =где 5, =--a)x„,8v = -a х„.

Решение уравнения (20) ищется следующим образом [5]. Вводим 
г # х/ ч х’/ ч /хч п / 1обозначение — = <₽(?) и полагаем ф'(г) = «(/). При этом —^- =------

dz d: 2 dj
В результате уравнение (20) преобразуется к виду
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du u(J) 64 f i-----  — -0-0 /
<IJ j (21)

Это уравнение Риккати Далее полагаем н = /Д/)И(/), при этом
Г/ Г 1 и 4 dV 64 Г 1 I |
Я(/) = ехр]--;т//=с„./, _ -5 -S

./ <У *Д/‘ ./ )
В итоге для функции

«(/) имеем
64

“(/) = -у (-1 - з,./ і П / 5 >/ ■ + <-'/ ), (22)

откуда следует

J = 7^(7) = ±-^(с,./ - 1-5/In / -8,/Т (23)

Выбираем граничные условия в виде J = f„,— = о при z = 0 При этом 
dz

постоянная интегрирования с, = —+ 8,1п+8ч/. Окончательно для
./к

функции/(z) получаем уравнение

J = ± ~ Wln 7 “ 8<А/ < 1' -(24)

Аналогичным образом получаем уравнения и для функций h(z) и 
7(г):

=± —Vfh ■h" - 5|Л"/? ln 1 -s ■h" > I ■ <25)

dq 8 ( „ , q Y
—- = ± --~r= q - t/„ - 8 q„q In — . (26)
dz Ч„)

Именно функции /(z), h(z\ q(z) в соответствии с (10) определяют 
пространственную форму эллипсоидального солитона. Остальные 
функции g(z), /(z), p(z) определяют форму фазовой поверхности, а у, и 
у, соответственно фазовую скорость и амплитуду на оси z.

Уравнения (24)-(26) не имеют решений в известных функциях.
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Численное решение их не представляет особого труда. На рис. 1 при
ведены примерные графики функции/(z). На этих графиках видно, что 
амплитуда осцилляций пространственного размера световой пули не 
слишком велика и солитон находится далеко от состояния коллапса. 
Проведенные нами численные расчёты показывают, чго при измене
нии параметра 5 в разумных пределах осцилляции световой пули бу
дут невелики и она не будет коллапсировать. Это подтверждает наше 
предположение об устойчивости световой пули в керровской среде 
По нашим предварительным оценкам время коллапса солитона долж
но быть ~ IО"7 -10”“ с, тогда как длительность световой пули составля
ет 10 '12с и меньше Поэтому световая пуля просто не успевает коллап
сировать Аналогичные кривые характерны и для функций Л(т) и </(?). 
Поскольку параметры в уравнениях (24)—(26) различаются, то в ре
зультате мы будем иметь эллипсоидальный трёхмерный солитон, все 
три оси которого периодически изменяются с различными периодами. 
Это фактически будет эллипсоидальная осциллирующая световая пу
ля.

Уравнения (24)-(26) можно решать приближённо. Рассмотрим для 
примера решение уравнения (26). Предположим, что отклонения по
перечного размера вдоль оси Ох невелики в сравнении с /». При этом

f- f /'■----— <cl и 8,/„/ln— = §,/(/ В результате имеем
/о ./и

V = *^7ў[-А-+ С + 5Х *5- -(S. + 3./..)/

Иначе это выражение перепишется в виде

(27)
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]=’.=т-.:====^= t , r~(lZ., (28)

где
a == /,, b I + 8 /„ + 8,/;, <: = (8, + 8, /„). (29)

При A - 4ac - b' - -(I - 8,7,', - б,/,,2) < 0, c <0 уравнение (28) интегри
руется [6] и мы получаем

2cf + h 8 г-- arcsni —f=^- = ±---- ₽== -J-cz + с„. (30)
v-д л„!7/„

С учётом граничных условий окончательно имеем
J + V, + 5./o: 1-У.-8Д,!( 8 , 

2(8,+87„) 2(81+8J„) У Л )
Аналогичным образом находим

,, .1 + 8Д + 5Д 1-8Д-8Д <8 /ІІІГ+ЗД'
h\Z) — ~ cos z I2(8, + 8 Д) 2(8, + 8Д) (у; \j h„ J (32)

(33)

Как видим, во всех трёх измерениях пространственные размеры 
солитона синусоидально изменяются по мере распространения его в 
нелинейной среде Однако такое приближение является не очень хо
рошим, так как лежащие в его основе предположения о малости пара
метра нелинейности 5 и малой величине амплитуды осцилляций f-f0 
функции /(.г) плохо выполняются одновременно На рис 2 приведен 
результат численного решения уравнения (24) и график для этого же 
решения, полученного по формуле (31).

Фазовая поверхность такого солитона так же будет периодически 
изменяться от выпуклой до вогнутой и наоборот. Проследить, однако, 
за формой фазовой поверхности весьма трудно, хотя в принципе зная 
функции Д», Л(з), с/(с) по уравнениям (12), (13), (14), (16), (18) можно 
найти все остальные функции, которые дадут возможность полностью 
описать свойства осциллирующих эллипсоидальных световых пуль.
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Рис.2. Графики функции f(z).
I - численное решение при fn = 1 6, =6. - 0.4 ; 2 -сскл нстствх юшсс 

ему решение, полученное по приближенной формуле (31)
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