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РОБАСТНОСТЬ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ КРИТЕРИЕВ  
ПРОВЕРКИ ПРОСТЫХ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ 

С. Ю. Чернов 

Последовательный подход [1] используется для статистического ре-
шения многих практических задач, в которых имеется необходимость
проверки гипотетических предположений о параметрах исследуемого
процесса. При выполнении модельных предположений такой подход
требует в среднем меньшее число наблюдений для принятия решений
среди всех возможных статистических критериев с такими же значения-
ми вероятностей ошибок. Однако на практике искажения в предпола-
гаемой модели могут оказать существенное влияние на значения вероят-
ностных характеристик последовательных критериев. В [3] построен
минимаксный робастный последовательный критерий для дискретного
распределения вероятностей наблюдений. В [4] закон распределения на-
блюдений отличается от распределения, используемого при построении
теоретической модели, при этом в качестве меры различия используется 

1L  метрика. В данной работе проведен анализ робастности, когда имеют
место “засорения”, предложенные Тьюки и Хьюбером [2]. При указан-
ных предположениях проведен анализ робастности вероятностных ха-
рактеристик ПКОВ проверки двух простых гипотез и предложен способ
повышения робастности ПКОВ. 

Пусть на измеримом пространстве ),( ℑΩ наблюдается последова-
тельность независимых одинаково распределенных случайных величин 

R∈,..., 21 xx , имеющих плотность распределения вероятностей );( θxf с 
параметром },{= 10 θθΘ∈θ , истинное значение которого неизвестно. 
Обозначим функцию распределения вероятностей наблюдений ix , 

…,2,1=i , через ),( θxF ; ∑ = λΛΛ n
k knnn xx 11 =),...(= , где 

( )),(),(ln=)(= 01 θxfθxfx kkkλk λ . (1) 
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Относительно параметра θ  имеются две простые гипотезы 
0H : 0= θθ , 1H : 1= θθ . Для проверки данных гипотез используется по-

следовательный критерий отношения вероятностей (ПКОВ) [1]: 
 )},(:N{min= +−∉Λ∈ CCnN n , (2) 

 )(),1= [ NCd Λ+∞
+

, (3) 

где N  – случайный момент остановки, после которого принимается ре-
шение d  в соответствии с (3). В (2), (3) R∈+− C C , , +− < CC  – заданные 
параметры критерия, называемые порогами. На практике для их задания 
пользуются соотношениями [1] ( ))1(ln= 00 α−β−C , ( )00 )1(ln= αβ−+C , 
где величины )1,0(, 00 ∈βα   примерно равны фактическим значениям ве-
роятностей ошибок I и II рода. 

П1) Пусть функция ),( θxf  имеет конечную производную 1-го поряд-
ка по переменной x , а также 0),( ≠θxf . 

Без ограничения общности будем считать, что истинной гипотезой 
является 0H  (случай 1H  рассматривается аналогично). 

Обозначим ),()( 0θ= xfxf , ),()( 0θ= xFxF , }{)( xPxF n <λ=λ , 

)()( xF
dx
dxp λλ = . 

Для оценивания вероятностей ошибочных решений последовательно-
го критерия (2), (3) воспользуемся подходом, изложенным в [5]. Разо-
бьем интервал ),( +− CC  на m  промежутков длиной mCCh )(= −+ − , 

N∈m  – параметр разбиения (аппроксимации). Введем случайные по-
следовательности ( N∈i ): 

 ±± λΛ ∑ t

n

t
n

1=
= ; h

h
CC ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −λ

+λ −
−

− 1
1 = , h

h
t

t ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡λλ− = , 2≥t ; hii +λ=λ −+ .  

Построим поглощающие цепи Маркова −
nL , +

nL  со множеством значе-
ний }1,...,1,0,{ +m m    и поглощающими состояниями 0 и 1+m : 
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В соответствии с [5], векторы вероятностей начальных состояний и 
матрицы вероятностей переходов цепей Маркова −

nL  и +
nL  могут быть 

записаны в явном виде. 
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Пусть −α  и +α  – вероятности поглощения цепей Маркова −
nL  и +

nL  в 
состоянии )1( +m . В [5] показано, что вероятности −α , α  и +α  удовле-
творяют неравенству +− α≤α≤α  и соотношению при 0→h  

)(= hO−+ α−α . Поэтому в качестве точечного приближения неизвест-
ного значения α  выбирается ( ) 2ˆ −+ α+α=αm , причем 

( ) 2/|ˆ| −+ α−α≤α−α m . В дальнейшем вместо вероятности α  будем ана-
лизировать величины −α  и +α . 

Пусть наблюдения nx , N∈n , имеют плотность распределения веро-
ятностей 
 )()()1()( xgxfxh ε+ε−= , (4) 

где ),( θxg , ),(),( θ≠θ xfxg , – неизвестная искажающая плотность рас-
пределения вероятностей, а ε , 00 ε≤ε≤ , – уровень искажения, макси-
мальное значение которого 0ε , известно заранее. Тогда 

),()()1()( xgxfxh λλλ ε+ε−=  где функции )(xhλ  и )(xgλ  являются плот-
ностями распределения вероятностей случайных величин nλ , когда на-
блюдения nx  имеют плотности )(xh  и )(xg  соответственно. 

Цепи Маркова −
nL  и +

nL  в случае, когда наблюдения имеют плотность 
распределения вероятностей )(⋅h , обозначим соответственно )(hLn

−  и 
)(hLn

+ . Пусть ),( εα− h  и ),( εα+ h  – вероятности поглощения цепей Мар-
кова )(hLn

−  и )(hLn
+  в состоянии 1+m . 

Пусть hmg 1)( −>+ . Обозначим 

 )()()1(=)( +λλ −δε+ε− gxxfxf , (5) 

где )(⋅δ  – дельта-функция Дирака [6]. 
Теорема 1. Если для искаженной модели наблюдений (4) выполнены 

предположение П1, то величины ),( εα λ
+ h , удовлетворяют неравенству 

),(),( εα≤εα λ
+

λ
+ fh . 
Следствие 1. Вероятность ошибки первого рода ),( εα λ

+ f  монотонно 
возрастает по переменной ε , в частности, для любого ε , 00 ε≤ε≤ , вы-
полняется неравенство ),(),( 0εα≤εα λ

+
λ

+ ff . 
Рассмотрим плотность распределения вероятностей 

 )()()()(1=)( ],[ ++−−λλ −δε+−δε+
+−

gxgxxhxxh gg
g , (6) 
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где −g  и +g  – заданные параметры усечения случайной величины nλ , 
имеющей плотность распределения вероятностей )(⋅λh  и функцию рас-
пределения вероятностей )(⋅λH , )(= −λ−ε gH , )(1= +λ+ −ε gH . 
Пусть 

 )()()1(=)( +λλ −δε+ε− gxxfxf gg .  

Теорема 2. Если для искаженной модели наблюдений (6) выполнены 
предположение П1, то величины ),( εα λ

+ gh , удовлетворяют неравенству 

),(),( εα≤εα λ
+

λ
+ gg fh . 

Следствие 2. Вероятность ошибки первого рода ),( εα λ
+ gf  монотонно 

возрастает по переменной ε , в частности, для любого ε , 00 ε≤ε≤ , вы-

полняется неравенство ),(),( 0εα≤εα λ
+

λ
+ gg ff . 
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