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В работе, имеющей обзорный характер, рассматриваются пять классов многомерных
интегральных преобразований с H- функцией Фокса, G-функцией Мейера, гипергеометри-
ческой функцией Гаусса и функцией Лежандра первого рода в ядрах в весовых простран-
ствах интегрируемых функций в области Rn

+ = R1
+ × R1

+ × ... × R1
+. Получены условия

ограниченности и взаимной однозначности операторов таких преобразований из одних
пространств интегрируемых функций в другие, доказаны аналоги формулы интегрирова-
ния по частям. Для рассматриваемых преобразований установлены различные интеграль-
ные представления и выведены формулы обращения.
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1. Введение

Рассматриваются многомерные интегральные преобразования [1, формулы (40) и (41); 2,
формулы (1.1)–(1.3)]:

(
H1
σ,κf

)
(x) = xσ

x∫
0

Hm,n
p,q

[
x

t

∣∣∣∣ (ai, αi)1,p(bj , βj)1,q

]
tκf(t)

dt

t
(x> 0); (1.1)

(
G1
σ,κf

)
(x) = xσ

x∫
0

Gm,n
p,q

[
x

t

∣∣∣∣ (ai)1,p(bj)1,q

]
tκf(t)

dt

t
(x> 0); (1.2)
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(
G1
σ,κ; δf

)
(x) = xσ

x∫
0

Gm,n
p,q

[
xδ

tδ

∣∣∣∣ (ai)1,p(bj)1,q

]
tκf(t)

dt

t
(x> 0); (1.3)

(
1
Iσ,ω; ζf

)
(x) = xσ

x∫
0

(
xζ − tζ

)c−1

Γ(c)
2F1

(
a, b; c; 1− xζ

tζ

)
tωf(t)dt (x> 0); (1.4)

(
Pγδ,1f

)
(x) =

x∫
0

(
x2 − t2

)−γ/2
Pγδ

(
x

t

)
f(t)dt = g(x) (x> 0); (1.5)

где (см., например, [1–2; 3, п. 28.4; 4–5]) x = (x1, x2, ..., xn) ∈Rn ; t = (t1, t2, ..., tn) ∈ Rn, Rn

— Евклидово n-мерное пространство; x · t =
n∑
n=1

xntn — скалярное произведение; в частности,

x · 1 =
n∑
n=1

xn for 1= (1,...,1). Выражение x> t означает x1>t1, ..., xn>tn , аналогично для знаков

≥, <, ≤;
x∫
0

=
x1∫
0

x2∫
0

· · ·
xn∫
0

; N = {1, 2, ...} — множество натуральных чисел, N0 = N
⋃
{0},Nn0 =

= N0 ×N0 × ...×N0, Rn+ = {x ∈Rn, x> 0}; Cn (n ∈N) — n-мерное пространство комплексных
чисел z = (z1, z2, · · · , zn) (zj ∈ C, j = 1, 2, · · · , n);

m = (m1,m2, ...,mn) ∈ Nn0 и m1 = m2 = ... = mn; n = (n1, n2, ..., nn) ∈ Nn0 и n1 = n2 = ... =
= nn; p = (p1, p2, ..., pn) ∈ N0 и p1 = p2 = ... = pn; q = (q1, q2, ..., qn) ∈ N0 и q1 = q2 = ... = qn)
(0 ≤ m ≤ q, 0 ≤ n ≤ p);

a = (a1, a2, ..., an)∈Cn; b = (b1, b2, ..., bn)∈Cn; c = (c1, c2, ..., cn)∈Cn; ω = (ω1, ω2, ..., ωn)∈Cn;
σ = (σ1, σ2, ..., σn) ∈ Cn; κ = (κ1, κ2, ..., κn) ∈ Cn; ζ = (ζ1, ζ2, ..., ζn) ∈ Rn+;
δ = (δ1, δ2, ..., δn) ∈ Rn; γ = (γ1, γ2, ..., γn) ∈ Rn; 0< γ < 1;
ai = (ai1 , ai2 , ..., ain), 1 ≤ i ≤ p, ai1 , ai2 , ..., ain ∈ C (1 ≤ i1 ≤ p1, ..., 1 ≤ in ≤ pn);
bj = (bj1 , bj2 , ..., bjn), 1 ≤ j ≤ q, bj1 , bj2 , ..., bjn ∈ C (1 ≤ j1 ≤ q1, ..., 1 ≤ jn ≤ qn);
αi = (αi1 , αi2 , ..., αin), 1 ≤ i ≤ p, αi1 , αi2 , ..., αin ∈ R+

1 (1 ≤ i1 ≤ p1, ..., 1 ≤ in ≤ pn);
βj = (βj1 , βj2 , ..., βjn), 1 ≤ j ≤ q, βj1 , βj2 , ..., βjn ∈ R+

1 (1 ≤ j1 ≤ q1, ..., 1 ≤ jn ≤ qn);
k = (k1, k2, ..., kn)∈Nn0 = N0× ...×N0 (ki∈N0, i = 1, 2, ..., n) – мультииндекс с k! = k1! · · · kn!

and |k| = k1 + k2 + ...+ kn; for l = (l1, l2, ..., ln) ∈ Rn+
Dl = ∂|l|

(∂x1)l1 ···(∂xn)ln
, dt = dt1 · dt2 · · · dtn; tl = tl1 · · · tln ;

xζ − tζ = (xζ11 − tζ11 ) · · · (xζnn − tζnn ); f(t) = f(t1, t2, ..., tn); функция

Hm,n
p,q

[
x

t

∣∣∣∣ (ai, αi)1,p(bj , βj)1,q

]
=

n∏
k=1

Hmk, nk
pk, qk

[
xk
tk

∣∣∣∣ (aik , αik)1,pk(bjk , βjk)1,qk

]
, (1.6)

представляет собой произведение H-функций Hm,n
p, q [z]:

Hm,n
p, q [z]≡Hm,n

p,q

[
z

∣∣∣∣ (ai, αi)1,p(bj , βj)1,q

]
=

1

2πi

∫
L

Hm,n
p,q (s)z−sds, z ̸= 0, (1.7)

где

Hm,n
p, q (s)≡Hm,n

p, q

[
(ai, αi)1,p
(bj , βj)1,q

∣∣∣∣s
]
=

m∏
j=1

Γ(bj + βjs)
n∏
i=1

Γ(1− ai − αis)

p∏
i=n+1

Γ(ai + αis)
q∏

j=m+1
Γ(1− bj − βjs)

; (1.8)

а функция Gm,n
p,q

[
z

∣∣∣∣ (ai)1,p
(bj)1,q

]
=

n∏
k=1

Gmk, nk
pk, qk

[
zk

∣∣∣∣ (aik )1,pk(bjk )1,qk

]
– есть произведениеG-функцийGmk, nk

pk, qk [zk]

(k = 1, 2, ...n):

Gm,np, q [z]≡Gm,np,q

[
z

∣∣∣∣ (ai)1,p(bj)1,q

]
=

1

2πi

∫
L

Gm,np,q (s)z−sds, z ̸= 0, (1.9)
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где

Gm,np, q (s)≡ Gm,np, q

[
(ai)1,p
(bj)1,q

∣∣∣∣s
]
=

m∏
j=1

Γ(bj + s)
n∏
i=1

Γ(1− ai − s)

p∏
i=n+1

Γ(ai + s)
q∏

j=m+1
Γ(1− bj − s)

. (1.10)

В (1.7) и (1.9) L — специально выбранный бесконечный контур, а пустые произведения,
если таковые имеются, считаются равными единице. H-функция является наиболее общей
из известных специальных функций и включает в качестве частных случаев элементарные
функции, специальные функции гипергеометрического и бесселева типа, а также G-функцию
Мейера (1.9), получающуюся из H-функции (1.7) при α1 = α2 = ... = αp = β1 = β2 = ... =
= βq = 1 [6, п. 2.9]. Современная теория H- и G-функций (1.7), (1.9) представлена в главах 1–2
монографии [6]. С элементами теории H-функции (1.7) и ее специальными случаями можно
ознакомиться также в книгах [7–10].

Функция 2F1(a, b; c; z) (см., например, [2; 11]) в (1.4) представляет собой произведение ги-
пергеометрических функций Гаусса

2F1(a, b; c; z) =
n∏
k=1

2F1(ak, bk; ck; zk),

а функция [1; 11]

Pγδ [z] =

n∏
k=1

Pγkδk [zk]

является произведением функций Лежандра первого рода Pγ
δ
(z). Более подробно с теорией

гипергеометрической функцией Гаусса и функцией Лежандра можно ознакомиться, например,
в [12].

В 1993–1998 годах А.А. Килбасом и М.Сайго была разработана теория интегральных H-
преобразований со специальными функциями общего типа в ядрах, а именно H-функциями,
в пространствах Lν, r суммируемых функций. Применяя технику преобразования Меллина
и учитывая асимптотические свойства H-функции, была построена теория интегральных H-
преобразований с такими функциями в ядрах в пространствах Lν, r. Полученные результаты
представлены в [6].

Одна из научных задач, поставленных А.А. Килбасом, состояла в исследовании с точки
зрения теории H-преобразований в весовых пространствах r-суммируемых функций Lν, r на
действительной полуоси со степенным весом одномерных интегральных преобразований с ги-
пергеометрической функцией Гаусса и функцией Лежандра первого рода. Полученные резуль-
таты опубликованы в работах [13; 14].

Дальнейшей темой исследований А.А. Килбас видел задачу рассмотрения аналогичных
свойств интегральных преобразований со специальными функциями в ядрах для многомерных
случаев. Исследования в этом направлении (хотя и достаточно обширные) в настоящее время
находятся на начальном этапе. В настоящей работе представлены свойства многомерных преоб-
разований (1.1)–(1.5) в весовых пространствах Lν, 2 интегрируемых функций f(x)= f(x1, ..., xn)
на Rn

+, для которых :

∥f∥ν,2 = {
∫
R1

+

xνn·2−1
n {· · · {

∫
R1

+

xν2·2−1
2 [

∫
R1

+

xν1·2−1
1 |f(x1, ..., xn)|2dx1]dx2} · · · }dxn}1/2 <∞

(2 = (2, 2, ..., 2), ν = (ν1, ν2, ..., νn) ∈ Rn, ν1 = ν2 = ... = νn), для таких преобразований получе-
ны различные интегральные представления и выведены формулы их обращения. Результаты
исследования для преобразований (1.1), (1.2) и (1.3)–(1.5) обобщают полученные ранее для
соответствующих одномерных случаев [6, гл. 5 и 6] и [13], [14] соответственно.
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2. Предварительные сведения

Множество ограниченных линейных операторов, действующих из банахова пространства
X в банахово пространства Y , обозначим через [X,Y ]. Для ν = (ν1, ν2, ..., νn) ∈ Rn, r =
= (r1, r2, ..., rn) ∈ Rn (1 < r <∞) через Lν, r обозначим пространство интегрируемых функций
f(x)= f(x1, x2, ..., xn) с весом на Rn

+, для которых

∥f∥ν,r =

{∫
R1

+

xνn·rn−1
n

{
· · ·

{∫
R1

+

xν2·r2−1
2

×

[∫
R1

+

xν1·r1−1
1 |f(x1, ..., xn)|r1dx1

]r2/r1
dx2


r3/r2

· · ·


rn/rn−1

dxn


1/rn

<∞.

Многомерное интегральное преобразование Меллина (Mf)(x) функции f(x) = f(x1, x2, ..., xn),
x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn+, определяется по формуле

(Mf)(s) =

∞∫
0

f(t)ts−1dt, Re(s) = ν, (2.1)

s = (s1, s2, ..., sn) ∈ Cn; обратное преобразование Меллина для x ∈ Rn+ дается формулой

(M−1g)(x) = M−1[g(p)](x) =
1

(2πi)n

∫ γ1+i∞

γ1−i∞
· · ·
∫ γn+i∞

γn−i∞
x−sg(s)ds, (2.2)

γj = Re(sj) (j = 1, · · · , n). С теорией многомерных интегральных преобразований (2.1), (2.2)
можно ознакомиться, например, в книгах [15; 5, глава 1]. Пусть Mξ, Nϱ, R элементарные опе-
раторы [5, Глава 1]:

(Mξf)(x) = xξf(x) (x ∈ Rn, ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) ∈ Cn); (2.3)

(Nϱf)(x) = f(xϱ) (x ∈ Rn, ϱ = (ϱ1, ϱ2, ..., ϱn) ∈ Rn, ϱ ̸= 0); (2.4)

(Rf)(x) =
1

x
f

(
1

x

)
. (2.5)

Эти операторы обладают свойствами [1, лемма 1; 2, лемма 2.1]. Л ем м а 2.1. Для ν =

= (ν1, ν2, ..., νn) ∈Rn (ν1 = ν2 = ... = νn) and 1 ≤ r <∞.
(a) Mξ является изометрическим изоморфизмом Lν,r на Lν−Re(ξ),r; если f ∈ Lν,r (1 ≤ r ≤

2), тогда
(MMξf)(s) = (Mf)(s+ ξ) (Re(s) = ν − Re(ξ));

(b) Nϱ является ограниченным изоморфизмом Lν,r на Lϱ ν,r; если f ∈ Lν,r (1 ≤ r ≤ 2), тогда

(MNϱf)(s) =
1

|ϱ|
(Mf)(

s

ϱ
) (Re(s) = ϱν);

(c) R является изометрическим изоморфизмом Lν,r на L1− ν,r; если f ∈ Lν,r (1 ≤ r ≤ 2),
тогда

(MRf)(s) = (Mf)(1− s) (Re(s) = ν).

Многомерные аналоги операторов дробного интегрирования Iα0+;σ,η и Iα−;σ,η типа Эрдейи-
Кобера для α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Cn (Re(α)> 0), σ > 0, η ∈ Cn имеют вид [1; 2]:

(
Iα0+;σ, ηf

)
(x) =

σx−σ(α+η)

Γ(α)

x∫
0

(
xσ − tσ

)α−1
tση+σ−1f(t)dt (x> 0), (2.6)

(
Iα−;σ, ηf

)
(x) =

σxση

Γ(α)

∞∫
x

(
tσ − xσ

)α−1
tσ(1−α−η)−1f(t)dt (x> 0). (2.7)
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3. Lν,2-теория и формулы обращения H1
σ,κ-преобразования

Для формулировки утверждений, представляющих Lν,2-теорию и формулы обращения H1
σ,κ-

преобразования (1.1), нам понадобятся следующие постоянные [1, (57)–(60)], определяемые че-
рез параметры H-функции (1.6) и являющиеся аналогами соответствующих одномерных пара-
метров [6, (3.4.1), (3.4.2), (1.1.7), (1.1.8), (1.1.10)]:

α1 =

{
− min

1≤j1≤m1

[
Re(bj1 )

βj1

]
, m1 > 0,

−∞, m1 = 0,
β1 =

{
min

1≤i1≤n1

[
1−Re(ai1 )

αi1

]
, n1 > 0,

∞, n1 = 0,

α2 =

{
− min

1≤j2≤m2

[
Re(bj2 )

βj2

]
, m2 > 0,

−∞, m2 = 0,
β2 =

{
min

1≤i2≤n2

[
1−Re(ai2 )

αi2

]
, n2 > 0,

∞, n2 = 0,

и так далее

αn =

{
− min

1≤jn≤mn

[
Re(bjn )
βjn

]
, mn > 0,

−∞, m2 = 0,
βn =

{
min

1≤in≤nn

[
1−Re(ain )

αin

]
, nn > 0,

∞, nn = 0;
(3.1)

a∗1 =

n1∑
i=1

αi1 −
p1∑

i=n1+1

αi1 +

m1∑
j=1

βj1 −
q1∑

j=m1+1

βj1 , ∆1 =

q1∑
j=1

βj1 −
p1∑
i=1

αi1 ,

a∗2 =

n2∑
i=1

αi2 −
p2∑

i=n2+1

αi2 +

m2∑
j=1

βj2 −
q2∑

j=m1+1

βj2 , ∆2 =

q2∑
j=1

βj2 −
p2∑
i=1

αi2 ,

и так далее

a∗n =

nn∑
i=1

αin −
pn∑

i=nn+1

αin +

mn∑
j=1

βjn −
qn∑

j=mn+1

βjn , ∆n =

qn∑
j=1

βjn −
pn∑
i=1

αin ; (3.2)

µ1 =

q1∑
j=1

bj1 −
p1∑
i=1

ai1 +
p1 − q1

2
, µ2 =

q2∑
j=1

bj2 −
p2∑
i=1

ai2 +
p2 − q2

2
, ...,

µn =

qn∑
j=1

bjn −
pn∑
i=1

ain +
pn − qn

2
, (3.3)

α1
0 =

{
1 + max

m1+1≤j1≤q1

[
Re(bj1 )−1

βj1

]
, q1 >m1,

−∞, q1 = m1,
β10 =

{
1 + min

n1+1≤i1≤p1

[
Re(ai1 )

αi1

]
, p1 > n1,

∞, p1 = n1,

α2
0 =

{
1 + max

m2+1≤j2≤q2

[
Re(bj2 )−1

βj2

]
, q2 >m2,

−∞, q2 = m2,
β20 =

{
1 + min

n2+1≤i2≤p2

[
Re(ai2 )

αi2

]
, p2 > n2,

∞, p2 = n2,

и так далее

αn0 =

{
1 + max

mn+1≤jn≤qn

[
Re(bjn )−1

βjn

]
, qn >mn,

−∞, qn = mn,
βn0 =

{
1 + min

nn+1≤in≤p2

[
Re(ain )
αin

]
, pn > nn,

∞, pn = nn.
(3.4)

Исключительным множеством EH функции Hm,n
p,q (s):

Hm,n
p,q (s)≡Hm,n

p,q

[
(ai, αi)1,p
(bj , βj)1,q

∣∣∣∣s
]
=

n∏
k=1

Hmk,nk
pk, qk

[
(aik , αik)1,pk
(bjk , βjk)1,qk

∣∣∣∣s
]
, (3.5)
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назовем множество векторов ν = (ν1, ν2, ..., νn) ∈ Rn (ν1 = ν2 = ... = νn), таких что α1 < 1 −
− ν1 < β1, α2 < 1− ν2 <β2, ..., αn < 1− νn < βn, и функции Hm1,n1

p1, q1 (s1), Hm2,n2
p2, q2 (s2),...,Hmn,nn

pn, qn (sn)
имеют нули на прямых Re(s1) < 1 − ν1, Re(s2) < 1 − ν2, ..., Re(sn) < 1 − νn, соответственно [1,
пункт 2.1].

Применив многомерное интегральное преобразование Меллина (2.1) к (1.1) с учетом резуль-
татов для соответствующего одномерного случая [6, формула (5.1.14)], в работе [1] получили:

(MH1
σ,κf)(s) = Hm,n

p,q

[
(ai, αi)1,p
(bj , βj)1,q

∣∣∣∣s+ σ

]
(Mf)(s+ σ + κ). (3.6)

Следующие утверждения, обобщающие одномерный случай в [6, теорема 5.37], представля-
ют Lν,2- теорию модифицированного H1

σ,κ- преобразования (1.1).

Т е о р е м а 3.1. [1, теорема 9] Пусть

α1 < ν1 − Re(κ1)< β1, α2 < ν2 − Re(κ2)< β1, ... , αn < νn − Re(κ1)< βn, ν1 = ν2 = ... = νn;

a∗1 = 0, a∗2 = 0, ..., a∗n = 0;∆1[ν1 − Re(κ1)] + Re(µ1) ≤ 0,

∆2[ν2 − Re(κ2)] + Re(µ2) ≤ 0, ...,∆n[νn − Re(κn)] + Re(µn) ≤ 0. (3.7)

Верны следующие утверждения:
(a) Существует взаимно однозначное преобразование H1

σ,κ∈ [Lν,2, Lν−Re(κ+σ),2] такое, что
равенство (3.6) выполняется для f ∈ Lν,2 и Re(s) = ν − Re(κ+ σ).
Если a∗1 = 0, a∗2 = 0, ..., a∗n = 0; ∆1[ν1 − Re(κ1)] + Re(µ1) = 0,∆2[ν2 − Re(κ2)] + Re(µ2) =
= 0, ...,∆n[νn −Re(κn)] + Re(µn) = 0 и 1− ν +Re(κ) ̸ ∈EH, тогда H1

σ,κ биективно отображает
Lν,2 на Lν−Re(κ+σ),2.

(b) Преобразование H1
σ,κ не зависит от ν в том смысле, что если ν и ν̃ удовлетворяют

условиям (3.7) и если преобразования H1
σ,κ и H̃1

σ,κ определены в пространствах Lν,2 и Lν̃,2
равенством (3.6), тогда H1

σ,κf = H̃1
σ,κf для f ∈ Lν̃,2

⋂
Lν,2.

(c) Если a∗1 = 0, a∗2 = 0, ..., a∗n = 0; ∆1[ν1 − Re(κ1)] + Re(µ1) < 0,∆2[ν2 − Re(κ2)] + Re(µ2) <
< 0, ...,∆n[νn−Re(κn)] +Re(µn)< 0; тогда для f ∈Lν,2 преобразование H1

σ,κf дается формулой
(1.1).

(d) Пусть λ = (λ1, ..., λn)∈Cn , h = (h1, ..., hn)>0, и f ∈Lν,2. Если Re(λ)> (ν−Re(κ))h−1,
тогда H1

σ,κf можно представить в виде

(
H1
σ,κf

)
(x) = hxσ+1−(λ+1)/h d

dx
x(λ+1)/h

∞∫
0

Hm,n+1
p+1,q+1

[
x

t

∣∣∣∣ (−λ, h), (ai, αi)1,p
(bj , βj)1,q, (−λ− 1, h)

]
tκ−1f(t)dt,

(3.8)
а при Re(λ)< (ν − Re(k))h− 1 дается формулой

(
H1
σ,κf

)
(x) = −hxσ+1−(λ+1)/h d

dx
x(λ+1)/h

∞∫
0

Hm+1,n
p+1,q+1

[
x

t

∣∣∣∣ (ai, αi)1,p, (−λ, h)
(−λ− 1, h), (bj , βj)1,q

]
tκ−1f(t)dt.

(3.9)
(e) Если f ∈ Lν,2 и g ∈ L1−ν+Re(κ+σ),2, то имеет место формула:

∞∫
0

f(x)
(
H1
σ,κg

)
(x)dx =

∞∫
0

(
H2
σ,κf

)
(x)g(x)dx, (3.10)

где (
H2
σ,κf

)
(x) = xσ

∞∫
0

Hm,n
p,q

[
t

x

∣∣∣∣ (ai, αi)1,p(bj , βj)1,q

]
tκf(t)

dt

x
. (3.11)
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В [1, формулы (68), (69)] были получены формулы обращения для преобразования H1
σ,κf ,

обобщающие соответствующий одномерный случай в [6, (5.5.23) и (5.5.24)]):
f(x) = −hx(λ+1)/h−κ d

dxx
−(λ+1)/h×

×
∞∫
0

Hq−m,p−n+1
p+1,q+1

[
t

x

∣∣∣∣ (−λ, h), (1− ai − αi, αi)n+1,p, (1− ai − αi, αi)1,n

(1− bj − βj , βj)m+1,q, (1− bj − βj , βj)1,m (−λ− 1, h)

]
t−σ(H1

σ,κf)(t)dt

(3.12)
или

f(x) = hx(λ+1)/h−1 d
dxx

−(λ+1)/h×

×
∞∫
0

Hq−m+1,p−n
p+1,q+1

[
t

x

∣∣∣∣ (1− ai − αi, αi)n+1,p, (1− ai − αi, αi)1,n, (−λ, h)
(−λ− 1, h), (1− bj − βj , βj)m+1,q, (1− bj − βj , βj)1,m

]
t−σ(H1

σ,κf)(t)dt.

(3.13)
Условия справедливости формул (3.12), (3.13) дает следующая теорема, которая обобщает ре-
зультаты для соответствующего одномерного случая в [6, Теорема 5.47]).

Т е о р е м а 3.2. [1, теорема 10] Пусть a∗1 = 0, a∗2 = 0, ..., a∗n = 0; α1 < ν1 − Re(κ1)< β1, α2 <
<ν2−Re(κ2)<β2, ..., αn<νn−Re(κn)<βn; α

1
0<1−ν1+Re(κ1)<β

1
0 , α

2
0<1−ν2+Re(κ2)<β

2
0 ,...,

αn0 < 1− νn +Re(κn)< βn0 ; и пусть λ ∈ Cn, h > 0.
Если ∆1[ν1−Re(κ1)]+Re(µ1) = 0, ∆2[ν2−Re(κ2)]+Re(µ2) = 0,..., ∆n[νn−Re(κn)]+Re(µn) = 0

и f ∈ Lν,2 (ν1, ν2, ..., νn), то формулы обращения (3.12) и (3.13) справедливы соответственно
при Re(λ)> (1− ν +Re(κ))h− 1 и Re(λ)< (1− ν +Re(κ))h− 1.

4. Lν,2-теории и формулы обращения многомерных G1
σ,κ-,

G1
σ,κ; δ-преобразований

Модифицированное G1
σ,κ-преобразование (1.2) является частным случаем модифицирован-

ного H1
σ,κ-преобразования (1.1), когда выполняются условия α1 = α2 = ... = αp = β1 = β2 =

= ... = βq = 1. Поэтому Lν,2- теория для G1
σ,κ-преобразования (1.2) следует из соответствующих

результатов для модифицированного H1
σ,κ-преобразования (1.1) и изложена в [2].

Исключительным множеством EG функции Gm,n
p,q (s):

Gm,n
p,q (s)≡ Gm,n

p,q

[
(ai)1,p
(bj)1,q

∣∣∣∣s
]
=

n∏
k=1

Gmk,nk
pk, qk

[
(aik)1,pk
(bjk)1,qk

∣∣∣∣s
]
, (4.1)

назовем множество векторов ν = (ν1, ν2, ..., νn)∈Rn (ν1 = ν2 = ... = νn), таких что α1< 1− ν1<
<β1, α2< 1− ν2<β2, ..., αn< 1− νn<βn, и функции Gm1,n1

p1, q1 (s1), Gm2,n2
p2, q2 (s2),...,Gmn,nn

pn, qn (sn), имеют
нули на прямых Re(s1)< 1− ν1, Re(s2)< 1− ν2, ..., Re(sn)< 1− νn, соответственно [2, (3.6)].

В [2] было получено представление оператора G1
σ,κ; δ- преобразования в виде композиции

оператора G1
σ/δ,κ/δ-преобразования (1.2) и элементарных операторов вида (2.4) Nϱ:

(G1
σ,κ; δf)(x) =

1

δ
(NδG

1
σ/δ, κ/δN1/δf)(x). (4.2)

Применив преобразование Меллина (2.1) к (1.3), учитывая (3.6), представление (4.2) и
утверждения леммы 2.1, в [2, формула 4.3] получили:

(MG1
σ,κ;δf)(s) =

1

δ
Gm,n
p,q

[
(ai)1,p
(bj)1,q

∣∣∣∣s+ σ

δ

]
(Mf)(s+ σ + κ). (4.3)

Справедлива теорема.
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Т е о р е м а 4.1.[2, теорема 4.1] Пусть

α1< (ν1−Re(κ1))/δ1<β1, α2< (ν2−Re(κ2))/δ2<β1, ... , αn< (νn−Re(κ1))/δn<βn, ν1 = ... = νn;
(4.4)

a∗1 = 0, a∗2 = 0, ..., a∗n = 0;∆1[ν1 − Re(κ1)]/δ1 +Re(µ1) ≤ 0,

∆2[ν2 − Re(κ2)]/δ2 +Re(µ2) ≤ 0, ...,∆n[νn − Re(κn)]/δ2 +Re(µn) ≤ 0. (4.5)

Верны следующие утверждения:
(a) Существует взаимно однозначное преобразование G1

σ,κ;δ∈[Lν,2, Lν−Re(κ+σ),2] такое, что
равенство (4.3) выполняется для f ∈ Lν,2 и Re(s) = ν − Re(κ+ σ).
Если a∗1 = 0, a∗2 = 0, ..., a∗n = 0; ∆1[ν1 − Re(κ1)]/δ1 + Re(µ1) = 0,∆2[ν2 − Re(κ2)]/δ2 + Re(µ2) =
= 0, ...,∆n[νn − Re(κn)]/δn + Re(µn) = 0 и 1 − (ν − Re(κ))/δ ̸ ∈EG, тогда G1

σ,κ;δ-преобразование
биективно отображает Lν,2 на Lν−Re(κ+σ),2.

(b) Преобразование G1
σ,κ;δf не зависит от ν в том смысле, что если ν и ν̃ удовлетворяют

условиям (4.4)–(4.5) и если преобразования G1
σ,κ;δf и G̃1

σ,κ;δf определены в пространствах Lν,2
и Lν̃,2 равенством (4.3), тогда G1

σ,κ;δf = G̃1
σ,κ;δf для f ∈ Lν̃,2

⋂
Lν,2.

(c) Если a∗1 = 0, a∗2 = 0, ..., a∗n = 0; ∆1[ν1 − Re(κ1)]/δ1 + Re(µ1) < 0,∆2[ν2 − Re(κ2)]/δ2 +
+ Re(µ2) < 0, ...,∆n[νn − Re(κn)]/δn + Re(µn) < 0; тогда для f ∈ Lν,2 преобразование G1

σ,κ;δf
дается формулой (1.3).

(d) Пусть λ = (λ1, ..., λn) ∈ Cn и f ∈ Lν,2. Если Re(λ) > (ν − Re(κ))/δ − 1, тогда G1
σ,κ;δf

можно представить в виде

(
G1
σ,κ;δf)(x) =

1

δ
xσ+1−δ(λ+1) d

dx
xδ(λ+1)

∞∫
0

Gm,n+1
p+1,q+1

[
xδ

tδ

∣∣∣∣ −λ, (ai)1,p
(bj)1,q, −λ− 1

]
tκ−1f(t)dt, (4.6)

а при Re(λ)< (ν − Re(k))/δ − 1 дается формулой

(
G1
σ,κ;δf

)
(x) = −1

δ
xσ+1−δ(λ+1) d

dx
xδ(λ+1)

∞∫
0

Gm+1,n
p+1,q+1

[
xδ

tδ

∣∣∣∣ (ai)1,p,−λ
−λ− 1, (bj)1,q

]
tκ−1f(t)dt. (4.7)

(e) Если f ∈ Lν,2 и g ∈ L1−ν+Re(κ+σ),2, то имеет место формула :

∞∫
0

f(x)
(
G1
σ,κ;δg

)
(x)dx =

∞∫
0

(
G2
κ,σ;δf

)
(x)g(x)dx, (4.8)

где (
G2
κ,σ;δf

)
(x) = xκ

∞∫
0

Gm,n
p,q

[
tδ

xδ

∣∣∣∣ (ai)1,p(bj)1,q

]
tσf(t)

dt

x
. (4.9)

В [2, формулы (4.10), (4.11)] были получены формулы обращения для преобразования
G1
σ,κ;δf :
f(x) = δxδ−(κ−1)−δ(λ+1) d

dxx
−δ(λ+1)×

×
∞∫
0

Gq−m,p−n+1
p+1,q+1

[
tδ

xδ

∣∣∣∣ −λ,−an+1, ...,−ap,−a1, ...,−an

−bm+1, ...,−bq, −b1, ...,−bm, −λ− 1

]
tδ−σ−1(G1

σ,κ;δf)(t)dt (4.10)

или
f(x) = −δxδ−(κ−1)−δ(λ+1) d

dxx
δ(λ+1)×

×
∞∫
0

Gq−m+1,p−n
p+1,q+1

[
tδ

xδ

∣∣∣∣ −an+1, ...,−ap,−a1, ...,−an, −λ,
−λ− 1, −bm+1, ...,−bq, −b1, ...,−bm,

]
tδ−σ−1(G1

σ,κ;δf)(t)dt (4.11)
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Условия спрадливости формул (4.10), (4.11) приведены в следующей теореме.

Т е о р е м а 4.2. [2, теорема 4.2] Пусть a∗1 = 0, a∗2 = 0, ..., a∗n = 0; α1 < (ν1 − Re(κ1))/δ1 <
< β1, α2 < (ν2 −Re(κ2))/δ2 < β2, ..., αn < (νn −Re(κn))/δn < βn; α1

0 < 1− (ν1 −Re(κ1))/δ1 < β10 ,
α2
0 < 1− (ν2 − Re(κ2))/δ2 < β20 ,..., α

n
0 < 1− (νn − Re(κn))/δn < βn0 ; и пусть λ ∈ Cn.

Если ∆1[ν1−Re(κ1)]/δ1+Re(µ1) = 0, ∆2[ν2−Re(κ2)]/δ2+Re(µ2) = 0,..., ∆n[νn−Re(κn)]/δn+
+Re(µn) = 0 (ν1 = ν2 = ... = νn) и f ∈Lν,2 , то формулы обращения (4.10) и (4.11) справедливы
соответственно при Re(λ)> (−ν +Re(κ))/δ и Re(λ)< (−ν +Re(κ))/δ.

5. Lν,2-теория и формула обращения многомерного
1I
c
σ,ω;ζ-преобразования

Рассуждая аналогично соответсвующему одномерному случаю, изложенному в [13, пункт
3], в [2, формула (5.1)] вывели формулу многомерного преобразования Меллина (2.1) от пре-
образования 1I

c
σ,ω;ζf (1.4)

(M1I
c
σ,ω;ζf)(s) =

1

ζ
G0,2
2,2

[
c− a c− b

0 c− a− b

∣∣∣∣s+ σ

ζ

]
(Mf)(s+ σ + ω + ζ(c− 1) + 1). (5.1)

Из (5.1) с учетом (4.3) следует, что преобразование (1.4) 1I
c
σ,ω;ζf является частным случаем

преобразования вида (1.3) G1
σ,κ;δf . На основании этого получено представление для преобразо-

вания 1I
c
σ,ω;ζf в следующем виде [2, формула (5.5)]

(
1
Icσ,ω;ζf

)
(x) = xσ

∞∫
0

G0,2
2,2

[
xζ

tζ

∣∣∣∣ c− a c− b

0 c− a− b

]
tω+ζ(c−1)f(t)dt. (5.2)

На основании (5.2) и (1.3) p = (p1, p2, ..., pn) = (2, 2, ..., 2); q = (q1, q2, ..., qn) = (2, 2, ..., 2),
параметры (3.2), (3.3) имеют следующие значения:

a∗1 = a∗2 = ... = a∗n = 0; ∆1 = ∆2 = ... = ∆n = 0; µ1 = −c1, µ2 = −c2, ..., µn = −cn. (5.3)

Для удобства введем обозначения

θ = (θ1, θ1, ..., θn) = ζ−1[−ν − Re(ω)− 1] + 1, η = (η1, η2, ..., ηn) = ν +Re(ω − σ) + 1. (5.4)

Параметры m, n и α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Cn, β = (β1, β2, ..., βn) ∈ Cn в (3.1) для преобразова-
ния (1.4) принимают следующие значения

m = (0, 0, ..., 0), n = (2, 2, ..., 2), α = −∞, β = 1−max[Re(c,Re(a+ b)]. (5.5)

На основании (5.1) число θ не принадлежит исключительному множеству EG функции G0,2
2,2

в правой части (5.1), если :

s ̸= m+ 1, s ̸= l + 1 + a+ b− c (l = (l1, l2, ..., ln);m = (m1,m2, ...,mn) ∈Nn0 ), (5.6)

для Re(s) = 1− θ.
Lν, 2-теория преобразования (1.4) следует из (5.2) и утверждений теоремы 4.1 для преобра-

зования G1
σ,κ;δf .

Т е о р е м а 5.1. [2, теорема 6.1] Пусть

θ >max[Re(c− a),Re(c− b)]; Re(c) ≥ 0. (5.7)

Верны следующие утверждения:
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(a) Существует взаимно однозначное преобразование 1I
c
σ,ω;ζ ∈ [Lν,2, Lη,2] такое, что равен-

ство (5.1) выполняется для f ∈ Lν,2 и Re(s) = η. Если Re(c) = 0 и (5.6) имеет место, то
преобразование 1I

c
σ,ω;ζf биективно отображает Lν,2 на Lη,2.

(b) Преобразование 1I
c
σ,ω;ζf не зависит от ν в том смысле, что если ν и ν̃ удовлетворяют

условиям (5.7) и если преобразования 1I
c
σ,ω; ζf и 1Ĩ

c
σ,ω; ζf определены в пространствах Lν,2 и

Lν̃,2 равенством (5.1), тогда 1I
c
σ,ω; ζf = 1Ĩ

c
σ,ω; ζf для f ∈ Lν̃,2

⋂
Lν,2.

(c) Если Re(c)> 1, тогда для f ∈ Lν,2 преобразование 1I
c
σ,ω; ζf задается равенством (1.4).

(d) Пусть λ = (λ1, ..., λn)∈Cn и f ∈Lν,2. Если Re(λ)<θ, тогда для преобразования 1I
c
σ,ω; ζf

справедливо представление

(
1
Icσ,ω; ζf)(x) =

1

ζ
xσ+1−ζ(λ+1) d

dx
xζ(λ+1)

∞∫
0

G0,3
3,3

[
xζ

tζ

∣∣∣∣ −λ, c− a, c− b

0, c− a− b, −λ− 1

]
tω+ζ(c−1)f(t)dt. (5.8)

Если Re(λ)> θ, тогда

(
1
Icσ,ω; ζf

)
(x) = −1

ζ
xσ+1−ζ(λ+1) d

dx
xζ(λ+1)

∞∫
0

G1,2
3,3

[
xζ

tζ

∣∣∣∣ c− a, c− b, −λ
−λ− 1, 0, c− a− b

]
tω+ζ(c−1)f(t)dt.

(5.9)
(e) Для двух функций f ∈ Lν,2 и g ∈ Lk∗,2, где k∗ = −ν +Re(ω − σ), верно равенство:

∞∫
0

f(x)
(
1
Icσ,ω; ζg

)
(x)dx =

∞∫
0

(
1
Icω,σ; ζf

)
(x)g(x)dx. (5.10)

В [2, формулы (7.5), (7.6)] были получены формулы обращения для преобразования 1I
c
σ,ω; ζf ,

обобщающие соответствующий одномерный случай в [13]:
f(x) = ζxζ−ω−ζ(λ+1)−ζ(c−1) d

dxx
ζ(λ+1)×

×
∞∫
0

G2,1
3,3

[
tζ

xζ

∣∣∣∣ −λ, −c+ a, −c+ b

0, −c+ a+ b, −λ− 1

]
tζ−σ−1

(
1
Icσ,ω; ζf

)
(t)dt (5.11)

или
f(x) = −ζxζ−ω−ζ(λ+1)−ζ(c−1) d

dxx
ζ(λ+1)×

×
∞∫
0

G3,0
3,3

[
tζ

xζ

∣∣∣∣ −c+ a, −c+ b, −λ
−λ− 1, 0, −c+ a+ b

]
tζ−σ−1

(
1
Icσ,ω; ζf

)
(t)dt. (5.12)

Условия спрадливости формул (5.11), (5.12) следуют из теоремы 4.2.

Т е о р е м а 5.2. [2, теорема 7.1] Пусть

θ >max[0, Re(c− a− b), Re(c− a), Re(c− b)], λ ∈ Cn

Если Re(c) = 0 и f ∈Lν,2, то при Re(λ)>θ− 1, верно равенство (5.11), а при Re(λ)<θ− 1
верно равенство (5.12).

Аналогичные результаты были получены в [2] для трех модификаций преобразования (1.4).
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6. Lν,2-теория и формула обращения многомерного
Pγδ,1-преобразования

Рассуждая аналогично соответсвующему одномерному случаю, изложенному в [14, пункт
3], в [1, формула (81)] получили формулу многомерного преобразования Меллина (2.1) от пре-
образования (1.5) Pγδ,1f :

(
MPγδ,1f

)
(s) = 2γ−1

Γ
(
(1 + γ + δ − s)/2

)
Γ
(
(γ − δ − s)/2

)
Γ
(
1− s/2

)
Γ
(
(1− s)/2

) (
Mf

)
(1− γ + s) =

= 2γ−1H0,2
2,2

[(1−γ−δ
2 , 12

)
,
(
1 + δ−γ

2 , 12
)(

0, 12
)
,
(
1
2 ,

1
2

) ∣∣∣∣s
](

Mf
)
(s+ 1− γ). (6.1)

Поэтому в силу (3.6) исходное интегральное преобразование (1.5) является модифициро-
ванным H1

σ,κ-преобразованием с σ = 0, κ = 1− γ [1, формула (82)]:

(
Pγδ,1f

)
(s) = 2γ−1

∞∫
0

H0,2
2,2

[
x

t

∣∣∣∣
(1−γ−δ

2 , 12
) (

1 + δ−γ
2 , 12

)(
0, 12
) (

1
2 ,

1
2

) ]
t−γf(t)dt. (6.2)

Параметры (3.1)–(3.3) для Pγδ,1f равны соответственно a∗1 = a∗2 = ... = a∗n = 0; ∆1 =
= ∆2 = ... = ∆n = 0; p = (p1, p2, ..., pn) = (2, 2, ..., 2); q = (q1, q2, ..., qn) = (2, 2, ..., 2), αi =
= (αi1 , αi2 , ..., αin) = (12 ,

1
2 , ...,

1
2), βj = (βj1 , βj2 , ..., βjn) = (12 ,

1
2 , ...,

1
2) (i = 1, ..., p; j = 1, ..., q);

µ = γ − 1 и параметры:

m = 0, n = 2, α = −∞, β = min[Re(1 + γ + δ), Re(γ − δ)]; (6.3)

На основании (6.1), 1 − ν не принадлежит исключительному множеству EH H0,2
2,2-функции

в правой части (6.1), если:

s ̸= 2m+ 1, s ̸= 2l + 2 (l = (l1, l2, ..., ln);m = (m1,m2, ...,mn) ∈Nn0 ), (6.4)

для Re(s) = 1− ν.
Lν, 2-теория преобразования (1.5) следует из (6.1), (6.2), теоремы 3.1 для H1

σ,κ-преобразования
(1.1).

Т е о р е м а 6.1. [1, теорема 11] Пусть

−∞< ν1 − Re(1− γ1)<min[Re(1 + γ1 + δ1), Re(γ1 − δ1)], Re(γ1 − 1) ≤ 0;

−∞< ν2 − Re(1− γ2)<min[Re(1 + γ2 + δ2), Re(γ2 − δ2)], Re(γ2 − 1) ≤ 0; ...;

−∞< νn − Re(1− γn)<min[Re(1 + γn + δn), Re(γn − δn)], Re(γn − 1) ≤ 0. (6.5)

Верны следующие утверждения:
(a) Существует взаимно однозначное преобразование Pγδ,1 ∈ [Lν,2, Lν−Re(1−γ),2] такое, что

равенство (6.1) выполняется для f ∈ Lν,2 и Re(s) = ν − Re(1− γ). Если Re(γ − 1) = 0 и (6.4)
имеет место, то преобразование Pγδ,1 биективно на Lν,2.

(b) Преобразование Pγδ,1f не зависит от ν в том смысле, что если ν и ν̃ удовлетворяют
(6.5) и если преобразования Pγδ,1f и P̃γδ,1f определены в пространствах Lν,2 и Lν̃,2 равенством
(6.1), тогда Pγδ,1f = P̃γδ,1f для f ∈ Lν,2

⋂
Lν̃,2.

(c) Если Re(γ − 1)< 0, тогда для f ∈ Lν,2 Pγδ,1f дается формулами (1.5) и (6.2).
(d) Пусть λ = (λ1, λ2, ..., λn) ∈ Cn, h = (h1, ..., hn)> 0, и f ∈ Lν,2. Если Re(λ)> (ν − Re(1−

− γ))h− 1, тогда преобразование Pγδ,1f представимо в виде
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(
Pγδ,1f

)
(x) = 2γ−1hx1−(λ+1)/h d

dxx
(λ+1)/h×

×
∞∫
0

H0,3
3,3

[
x

t

∣∣∣∣ (−λ, h),
(1−γ−δ

2 , 12
)
,
(
1 + δ−γ

2 , 12
)(

0, 12
)
,
(
1
2 ,

1
2

)
, (−λ− 1, h)

]
t−γf(t)dt, (6.6)

а при Re(λ)< (ν − Re(1− γ))h− 1 дается формулой(
Pγδ,1f

)
(x) = −2γ−1hx1−(λ+1)/h d

dxx
(λ+1)/h×

×
∞∫
0

H1,2
3,3

[
x

t

∣∣∣∣
(1−γ−δ

2 , 12
)
,
(
1 + δ−γ

2 , 12
)
, (−λ, h)

(−λ− 1, h),
(
0, 12
)
,
(
1
2 ,

1
2

) ]
t−γf(t)dt. (6.7)

(e) Если f ∈ Lν,2 и g ∈ L1−ν+Re(1−γ),2, то имеет место формула :

∞∫
0

f(x)
(
Pγδ,1g

)
(x)dx =

∞∫
0

2γ−1
(
P∗γ

δ,2f
)
(x)g(x)dx, (6.8)

где
(
P∗γ

δ,2f
)
(x) преобразование вида

(
P∗γ

δ,2f
)
(x) =

∞∫
x

(
t2 − x2

)−γ/2
Pγδ

(
t

x

)
f(t)dt = g(x) (x> 0). (6.9)

В [1, формулы (102) и (103)] получены формулы обращения для преобразования (1.5) Pγδ,1f :

f(x) = −21−γhx(λ+1)/h−1+γ d
dxx

−(λ+1)/h×

×
∞∫
0

H2,1
3,3

[
t

x

∣∣∣∣ −(λ, h),
(γ+δ

2 , 12
)
,
(γ−δ−1

2 , 12
)(

1
2 ,

1
2

)
,
(
0, 12
)
, (−λ− 1, h)

](
Pγδ,1f

)
(t)dt, (6.10)

или
f(x) = 21−γhx(λ+1)/h−1 d

dxx
−(λ+1)/h×

×
∞∫
0

H3,0
3,3

[
t

x

∣∣∣∣
(γ+δ

2 , 12
)
,
(γ−δ−1

2 , 12
)
, (−λ, h)

(−λ− 1, h),
(
1
2 ,

1
2

)
,
(
0, 12
) ](

Pγδ,1f
)
(t)dt. (6.11)

Условия справедливости формул (6.10) и (6.11) приведены в следующем утверждении.

Т е о р е м а 6.2. [2, теорема 13] Пусть Re(γ) = 1, −∞<ν<min[1, Re(2+δ), Re(1−δ)], λ∈Cn,
h > 0.

Если f ∈Lν,2, то формула обращения (6.10) справедлива при Re(λ)> (1−ν)h−1, а формула
(6.11) справедлива при Re(λ)< (1− ν)h− 1.

Аналогичные результаты были получены в [1] еще для одной модификации преобразования
вида (1.5).
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