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СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ
ЦЕПИ МАРКОВА УСЛОВНОГО ПОРЯДКА 

М. В. Мальцев 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Цепь Маркова [1] – широко используемая в статистическом анализе
дискретных временных рядов математическая модель. Для описания
процессов с «длинной памятью» применяются цепи Маркова порядка 

s , 2≥s . Существенным недостатком данной модели является экспонен-
циальное возрастание числа параметров при увеличении порядка, что
затрудняет использование данной модели в практических приложениях. 
Поэтому актуальной является задача построения так называемых мало-
параметрических моделей цепи Маркова высокого порядка, описывае-
мых меньшим числом параметров, чем полносвязная цепь Маркова
порядка s . К данному классу моделей относится цепь Маркова условно-
го порядка, рассматриваемая в данной работе. 

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

Примем обозначения: N  – множество натуральных чисел, 
}1,,1,0{ −= NA …  – пространство состояний мощности N∈N , ∞<≤ N2 ; 
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N∈t , – однородная цепь Маркова s -го порядка )2( +∞<≤ s , заданная на 

вероятностном пространстве )P,,Ω( F , с )1( +s -мерной матрицей веро-
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Цепь Маркова −s го порядка Axt ∈  называется цепью Маркова ус-
ловного порядка [2], если ее вероятности одношаговых переходов имеют 
следующий вид: 
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где Mmk ≤≤1 , *1 Bsbk −≤≤ , Kk ≤≤0 , 1min
0

=
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kKk
b . 

Последовательность элементов 
s

BsJ 1* +− , определяющая условие в 
формуле (1), называется базовым фрагментом памяти (БФП). Из (1) вид-
но, что для данной модели состояние tx  процесса в момент времени t  
зависит не от всех s  предыдущих состояний, а от 1* +B  состояний 

),( 1*

s
Bsb Jj

k +− . Матрица 
)( 1

1
+= sJpP

 вероятностей переходов для цепи 

Маркова условного порядка определяется )1()1(2 * −++= NMNND B
 не-

зависимыми параметрами. 

3. ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ И ИХ СВОЙСТВА 

Примем обозначения: 



 133

,0,1 0 lslsl −≤≤≤≤  }:{)( 11
11

11
1 llssls JIAIJA =∈= +++

, 
},:{),( 1

1
201

11
110

1 0

0

0000 lll
l

llllllll JIjiAIJjA ==∈= ++
+

++++++

, 

∑
−

=
+++ =

sn

t
JXJ sst

t
s n

1
, 1

1
1

1
δ)(ν

, 
slnn

lss
sl

JAI
IJ ≤≤= ∑

++
+

∈
1),(ν)(ν

)( 1
11

1

1
11

, 
∑

++++
++

∈
=

),(

)(
,

1
0

0
0101

1

01
1

0

10
)(ν)(ν

llllll
lll

JjAI
I

l
Jj nn

. 
В [2] получены оценки максимального правдоподобия вероятностей 

одношаговых переходов ( Kkkmk ,,1,0},{ …== ): 
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где *Bbsl kk −−= . 
Замечание. Если среди параметров Kkmk ,,1,0},{ …= , имеются 

одинаковые, т.е. одна и та же матрица переходов соответствует несколь-
ким базовым фрагментам памяти и KM ≤ , то ОМП примут вид: 
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Как показано в следующих теоремах, построенные оценки являются 
состоятельными и асимптотически нормальными. 

Теорема 1. Если цепь Маркова условного порядка N∈∈ tAxt },{ , яв-
ляется стационарной, то при ∞→n  оценки (2) являются состоятельны-
ми:  
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Теорема 2. Если цепь Маркова условного порядка N∈∈ tAxt },{ , яв-
ляется стационарной, то при ∞→n  нормированные уклонения оценок 
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максимального правдоподобия вероятностей одношаговых переходов 
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распределены в совокупности асимптотически 

нормально с нулевым асимптотическим математическим ожиданием и 
асимптотическими ковариациями: 
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Оценки максимального правдоподобия параметров }{ kb  имеют сле-

дующий вид [2]: 
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Оценки порядка цепи Маркова s  и длины БФП *B  находим, решая 
задачу минимизации информационного функционала Байеса [3]: 
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где 2≥S , 11 * −≤≤ SB  – максимально допустимые значения параметров 

s  и *B , оценки ,,,1,ˆ )( MiQ i …=  и Kkbk ,,0,ˆ …= , вычисляются по фор-
мулам (2) и (3) соответственно. 
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