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АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА ЭФФЕКТИВНОСТИ
АЛГОРИТМА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ТРЕБОВАНИЙ 

ДЛЯ МНОГОПРОЦЕССОРНОЙ СТИСТЕМЫ С РАЗЛИЧНЫМИ 
СКОРОСТЯМИ ПРОЦЕССОРОВ 

Ю. С. Мазаник 

Объект исследования – задачи распараллеливания вычислений. Цель
работы – разработка максимально эффективного алгоритма для решения
задачи минимизации времени завершения проекта на многопроцессор-
ной системе с различными скоростями процессоров без ограничений на 
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число поступающих требований. Результатом работы является алгоритм 
решения задачи минимизации времени завершения проекта на много-
процессорной системе с различными скоростями процессоров, верхняя 
оценка эффективности которого сколь угодно близка к 2. Областью при-
менения являются процессы распараллеливания вычислений в совре-
менных распределенных системах. 

ВВЕДЕНИЕ 

В классической задаче минимизации времени завершения проекта на 
многопроцессорной системе рассматривается система из 1>m  приборов 

mMM ,...,1  с соответствующими им скоростями mss ,...,1  и n требований с 
неотрицательными временами обслуживания 0,...,1 >naa . Требуется по-
строить расписание назначений требований на приборы таким образом, 
чтобы  время их обслуживания было минимальным. 

В онлайн версии данной задачи, все требования поступают последо-
вательно, и каждое требование необходимо назначать на обслуживание 
одним из приборов сразу после поступления, не имея никакой информа-
ции о последующих требованиях. Поскольку последовательность требо-
ваний заранее неизвестна, оптимальное решение данной задачи, вообще 
говоря, не определено.  

Одним из возможных способов оценивания эффективности алгоритма 
оффлайн задачи, является его сравнение с длительностью оптимального 
алгоритма решения соответствующей оффлайн задачи. В частности, ес-
ли ),...,( 1 naaopt -длина расписания,  построенного оптимальным алгорит-
мом решения офлайн задачи, а ),...,( 1 naaA - длина расписания алгоритма 
решения онлайн задачи, то формула для вычисления асимптотического 
по количеству требований коэффициента эффективности имеет вид 
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим частный случай классической онлайн задачи, когда  
,1... 11 === −mss 21 ≤=< ssm . Требования поступают последовательно в 

режиме онлайн. Каждое требование должно быть назначено на 
некоторый прибор, сразу после поступления. Требуется построить 
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алгоритм, назначения требований на приборы, таким образом, чтобы 
минимизировать время выполнения всех требований. 

Введем следующие обозначения: 
 m– количество приборов; 
Xi  – i-й прибор из множества приборов {X1, …, Xm}; 
si – скорость обслуживания требований на приборе Xi, ,1... 11 === −mss  

21 ≤=< ssm ; 
ia  – время обслуживания i-го требования на приборе со скоростью 1 

maxja  – максимальное из требований, поступивших на шагах от 1 до j 
включительно; 

2maxja  – время обслуживания второго по длительности требования 
среди требований, поступивших на шагах от 1 до j включительно; 

)(XLj  – загрузка  прибора X на шаге j  до назначения j-го требования,  
т.е. результат деления суммы времен обслуживания всех назначенных на 
прибор Х (до j-го шага) требований на скорость прибора X; 

)(XL j  – загрузка прибора X на шаге j после назначения j-го 
требования, т.е. )()( 1 XLXL jj += ; 

nLB  – нижняя оценка длины расписания, определяемого оптималь-
ным алгоритмом офлайн задачи для поступивших n требований, которая 
может быть вычислена (см., например, [3]) по формуле 
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включая повторяющиеся элементы. Под длиной расписания, 
задаваемого алгоритмом А, в случае онлайн задачи для m приборов {X1, 
…, Xm} и последовательности требований  )( na  будем понимать 
величину )}(),...,(max{))(( 1 mnnnm XLXLaA = , а под opt({an})  длину 
расписания, задаваемого оптимальным алгоритмом решения 
соответствующей офлайн задачи. Следуя [2,3], эффективность 
алгоритма A решения онлайн задачи будем оценивать величиной 
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 то 

указанный предел всегда существует (конечный или бесконечный) как 
предел монотонной последовательности. 

Определение. Асимптотическим по количеству приборов 
коэффициентом эффективности алгоритма решения онлайн задачи 
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относительно оптимальго алгоритма решения соответствующей офлайн 
задачи будем назвать предел ).(lim)( ARA mm ∞→

=ρ  

АЛГОРИТМ НАЗНАЧЕНИЯ 

Поскольку нас интересует асимптотическая оценка коэффициента 
Rm(A), то, не нарушая общности, считаем .15≥m  Рассмотрим функцию  
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Так как функция )(αf  очевидно строго убывает на промежутке (0;1] и 
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Положим  
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Пусть .15≥m  Положим )(mαα = , где )(mα такое (см. (2)), что  

)).(( mfm α=  При этом, как было показано выше, .10 <<α  Разобьем мно-
жество всех приборов на две группы E и F: }{ kEEEE ,...,, 21= , 

}{ hFFFF ,...,, 21= , ,hkm += 1F – прибор со скоростью s. Требование ja  назо-
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Рассмотрим следующий алгоритм назначений требований на приборы. 
Алгоритм А. Обычные требования последовательно назначаются на 

приборы группы E. При этом требование aj назначается на тот прибор, 
который имеет наименьший номер из всех приборов, для 
которых .)2()( jjij LBaEL α+≤+ Сложные требования последовательно 
назначаются на приборы группы F (считаем, что ihi FF =+ ).  

Теорема. Асимптотический по количеству приборов коэффициент 
эффективности алгоритма А решения онлайн задачи относительно 
оптимального алгоритма решения соответствующей офлайн задачи не 
превосходит двух. 

Доказательство теоремы основывается на следующих утверждениях: 
Лемма 1.  В любой момент поступления обычного требования ja , 

существует по крайней мере один из приборов 
0i

E  группы E, такой, что 

0
( ) (2 ) .j i j jL E a LBα+ ≤ +  
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Лемма 2. На шаге назначения любого сложного требования ja на при-
бор 

0i
F  выполнено неравенство jij LBFL α≤)( 

0 
. При этом .)2()( 

0 jij LBFL α+≤  
(Считаем ithi FF =+ для любых ,1≥t .,1 hi = ) 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе построен алгоритм решения задачи минимизации времени
завершения проекта на многопроцессорной системе со скоростями про-
цессоров 1 и s, 1< s ≤ 2. Доказано, что оценка эффективности представ-
ленного алгоритма для любого количества машин m ≥ 15 не превосходит 

)(2 mα+ , где α(m) →0 при .∞→m  
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