
П ри  этих условиях  уравнение (4) имеет вид
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П оскольку  уравнение  (8) не имеет подвиж ны х особых точек [1], то усло
вия (6) явл яю тся  достаточны м и и необходимыми, чтобы (1) п ри н адле
ж а л о  классу  М.
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Ф У Н К Ц И О Н А Л Ь Н О Е  У Р А В Н Е Н И Е  СО С ДВИ ГО М  В ОБЛАСТЬ,  
ИМЕЮ ЩИМ Н Е П О Д В И Ж Н У Ю  ТОЧКУ НА Г РА Н И Ц Е

Определение .  Ф ункция  a ( z )  п р и н адл еж и т  классу  C m ( z 0) ,  если она 
аналитична  в области  D  и представи м а  в виде

т —1
я(г) =  ^  +  (г — го)"'«1(г), (1)

*=0

причем существует конечный предел Игл аД г),  m  — целое неотрицательное
z„

2f=D m—1
число. При г0= о о  представление принимает вид а(г) =  ^ akz ~ k+  г_ '"а1(г).

*=о
1. Р а с с м а тр и в ае т с я  следую щ ее функциональное  уравнение:

Ф ( г ) = С ( г ) Ф [ / ( г ) ] + ^ ( г ) , г е Д  (2)

где D  — верхн яя  полуплоскость. Ф ункции G (z)  и g ( z )  аналитичны  в 
верхней полуплоскости. Ф ункция  f ( z ) осущ ествляет  однолистное кон
формное о то бр аж ен и е  области  D  на себя, не имеет неподвиж ных точек 
внутри D  и имеет единственную неподвиж ную  точку на границе верхней 
полуплоскости D. Ф ун кци я  Ф (г )  ищ ется аналитической  в верхней полу
плоскости. Б ез  ограничения  общности при f ( 2 ) e C * ( o о) м ож ем  считать, 
что f { z )  = A z - \ - B ,  А ~ ^  1, I m S > 0  [1]. Уравнение (2) в классе  функций 
с некоторым поведением на действительной оси исследовалось в р а б о 
тах [2— 3]. Н аи более  полные р езу л ьтаты  относятся  к случаю  Л =  1. Н а 
сто ящ ая  работа  посвящ ена  случаю  Л > 1 .
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П р едп о л агаем , что f ( z ) = A z - \ - B ,  коэффициенты G (z) и g ( z ) п ри над
л е ж а т  классу  Сга(оо), где целое число т ^ О  удовлетворяет  условию

|С ( о о ) Л - т | < 1 .  (3)

Н еизвестную  функцию Ф (г )  ищем т а к ж е  в классе Ст (оо).  Отметим, что 
класс  зависи т  от коэфф ициента G (z ) .  Конформным преобразованием  пе
реведем верхнюю полуплоскость на круг | z - f - l | < l .  И з  результатов  р а 
боты [4] следует, что достаточно рассмотреть локальное  уравнение

cp(z) =  H{z)  ф ( - ^ - )  +  /1(2 ), \z —  е0| < е 0. (4)

где ео — некоторое полож ительное число; cp, h, Н ^ С т (0). У равнение (4) 
легко исследуется применением принципа сж и м аю щ и х отображ ений.

Т еорем а 1. а) Если G ( о о ) ф А ~ к ни при каком целом k ^ O ,  то у р а в 
нение (2) в классе  Ст (оо) имеет единственное решение.

б) Если равенство G ( o o ) = A w  выполнено д л я  некоторого целого 
0,.то  за д ач а  (2) имеет решение тогда и только тогда, когда h N = 0,

т — 1

где h(z)  =  V  hkzk -(- zmh1 (z).  Решение' зависит в этом случае от произ-
*=о

вольной постоянной.
Реш ен ие  вы писы вается  в явном виде. Ввиду его громоздкости выпи

шем только решение уравнени я  (4) при Н (z)  = X = c o n s t ,  когда вы пол
няется первый пункт теоремы  1:

т~ 1 h k ЛО / \
ф(г) =  2  1 _  +  г"' 2  ^ A ~'n)k,h  Н И  - l~ -  е.1 <  е0.

k=0 k= 0 '

2. Р ассм отри м  нелинейное функциональное уравнение
< & { z )= F ( z ,  Ф [ / ( г ) ] ) ,  г е А .  (5)

О бласть  D  мож но считать кругом | 2 + 1 1 -<  1, сдвиг f  (z ) имеет вид f  (z) =  
=  sz,  где 0 < s < l  [4]. Ф ункция  F ( z ,  w ) аналитична no z в области  D  и 
п р и н адл еж и т  классу  С '(0 ) .  П о переменной w  функция F ( z ,  w)  является  
целой. Рассм отри м  за д ач у  (5) в случае, когда F (z ,  w)  —  w F l (z, w ) , при
чем | Fi (0, 0) I >  1.

С н а ч а л а  рассмотрим вспом огательное функциональное уравнение:

W(z,  F(z,  w) )  =  4 -  Y(sz,a>), (6)

где o =  (Ft (0, О)-1. В силу условия  F w (z, 0 )= ^ 0  в окрестности нуля су
щ ествует ф ункция g ( z ,  £), т а к а я  что F ( z ,  g ( z ,  £ ) ) = £ ,  поэтому уравнение 
(6) равносильно следую щ ем у двумерном у уравнению  Ш редера: 
¥ ( z ,  t )  — o~ix¥ ( s z ,  g ( z ,  t ) ) .  Реш ен ие  этого уравнени я  проводится стан
дартн ы м  способом [5]. И ско м ая  ф ункц ия  имеет вид:

^ ( z ,  £ ) = £  П g ( s kz, g*(sz,  £)) (O g ^ s z ,  £ ) ) - ‘ , (7)
*=о

где g k (sz, Z) — двум ерн ая  итерация , т. е. g h (sz,  £ ) = g ' ( s ft- 1z, g h- l (sz,  £ )) .  
Ф ункция  TF(z, w)  по переменной w  осущ ествляет  однолистное конформ 
ное о тображ ен и е  окрестности нуля  на другую  окрестность нуля.

П ереходим  к решению уравн ен и я  (5). П р и м ен яя  к обеим частям р а 
венства (г, Ф ( г ) )  =  (г, F (z, ® ( s z ) ) )  функцию 4 f (z, w)  и пользуясь соот
ношением (6 ) ,  получим равенство  4 я (z, Ф ( z ) ) = o ~ 14 )’(sz, ® ( s z ) ) ,  эк ви 
валентное предыдущ ему. П усть (p(z): =  4J (z, Ф ( г ) ) ,  тогда последнее со
отнош ение примет вид обычного уравн ен и я  Ш редера  [5]: tp(z) = a -1tp(sz). 
П ользу ясь  результатам и  [5], получим окончательный результат:

Т еорем а 2. З а д а ч а  (5) в случае  F (z, w) = w F \ ( z ,  w ) , где | Z7! (0, 0) | >  1 
имеет ненулевое решение тогда и только тогда, когда сущ ествует целое 
N ^ t 0, такое  что F i(0, 0 ) = s N'. П ри  выполнении этого условия решение
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имеет вид: Ф (z) = гр - 1 (z, cz~N),  где с — прои звольная  постоянная, ф унк
ция xF_1(z, ш) является  обратной к функции гГ (г, £) по переменной
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Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Э Н Е Р Г И И  В ВОЛН АХ ЗА  ПЛИТОЙ  
ПРИ П А Д Е Н И И  НА НЕЕ П Р О Д О Л Ь Н О Й  ВО Л Н Ы

В работе  [1] исследованы  колебан и я  однослойного огр аж д ен и я  в твер 
дой изотропной среде. В качестве  расчетной модели рассм отрена  верти 
к а л ь н а я  неограниченная по протяж енности  то н кая  плита, подверж енн ая  
воздействию  продольной волны.

Н а с то я щ а я  рабо та  посвящ ена  ан ал и зу  энергии в прош едш ей через 
плиту продольной и трансф орм и рованной  поперечной волнах.

П ри  падении из левого полупространства  (постановку зад ач и  и встре
чаю щ и еся  здесь обозначения  см. в [1]) на тонкую вертикальную  плиту 
толщ ин ы  Л продольной волны фгехр[— i ( a  (z-\-h)  + g z /—со/)— 0,5тц ( a  (z-f- 
+ й ) + £ z /) ]  в среде  за  плитой о б р азу ю тся  продольная  ф = ф 2ехр[— ( a 2 -f- 
- \ ~ l y - со/) — 0,5гц ( a z + l F ) ]  и поперечная ф = г | )2ехр[— i ( р г + | г / —со/) — 
— 0,5г)2(Рг+^г/) ] волны. Здесь  тц и ц2 — коэффициенты  потерь п родоль
ной и поперечной волн.

П лотность  упругой энергии в волне ск л ад ы в ается  из плотностей ки 
нетической и потенциальной энергий. Эти плотности соответственно 
равны
_  , Р Г / dv(ty, z ,  t) \2  I d w (y ,  z ,  t ) \ 2 ‘
Е к(У, 2, 0  =  Т | д ~ dt  / dt E n{y, z> t ) =  Ф (y, z, t),

где Ф (у ,  z, t) = 0 , 5 ( a yey+ a ze2+ T yz7j/z) — упругий потенциал; v — d q / d y —  
—dty/dz,  w  =  dy /dz- \ -dty/dy.  Зави си м ости  м еж д у  компонентами н а п р я ж е 
ний Оу, o z, гуХ и деф орм ац и й  еу, ez, y yz определяю тся  уравнени ям и  зако н а  
Гука  д л я  изотропной среды.

Н а  основании приведенных форм ул  сум м арную  плотность энергии 
определим  вы раж ен и ем

г-/ Р \ (  dv  Y  . ( dw  \ 2 , 0 , 2 о  2ч dw dv  ' ,
Е ( У ,  г ,  *) =  - f  +  ( - д г )  + 2 ( щ - 2 с 2 ) dz ду

+  с! +  ci
dw  , dv 
ду  dz

21
( 1)dw V  , I dv

~dz~)  \~3y~,

В оспользовавш ись  в ы р аж ен и я м и  ф2, ф2 [1] с учетом поперечного ко л е 
бан и я  w n плиты и продольного  см ещ ен ия v0 ее срединной плоскости, 
определим горизонтальную  w  и вертикальную  v компоненты смещения 
произвольной точки за  плитой. О тделив  в ф о р м у лах  д л я  w  и v вещ ест
венные части, подставим  их в (1). У средняя  затем  полученное вы раж е-

2 2ние по времени за  период и п рен еб регая  членам и , со дер ж ащ и м и  i]i и т)2 
средню ю  по врем ени плотность энергии в прош едш ей продольной ' и 
тр ансф орм и рованной  поперечной волнах, отнесенную к средней по вр е
мени плотности энергии Е  =  0,5ф?рсо4сГ2ехр [— +  £</)] в падаю щ ей  
продольной волне, запиш ем  в виде
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