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ОБ О Д Н О М  КЛАССЕ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  
У Р А В Н Е Н И Й  ТРЕТЬЕГО П О РЯ ДКА  

С Н Е П О Д В И Ж Н Ы М И  КРИ Т ИЧЕ СКИ МИ ОСОБ Ы М И ТОЧКАМИ

Р ассм отри м  диф ф ерен ц и альн ы е  уравнени я  вида

w ' " 2 +  a0ww'"'  a^w 'w '"  +  a2w"w"r +  asw"2-\- a4w ' w " +

-f- a5ww"-j- a6w ,2-\- a7w w '  +  asw 2 =  0 (1)

с аналитическим и ко эф ф иц иентам и  a 3- ( / = 0, . . . ,  8) в области  D  и вы ­
делим те из них, реш ения  которы х имеют лиш ь однозначные п одви ж ­
ные полярны е особенности. Б удем  говорить, что уравнения, решения ко­
торых о б л а д а ю т  этим свойством, п р и н а д л е ж ат  классу  М.

П ол о ж и в  в (1) w ' — vw,  получаем  уравнение

v" +  v"[6vv'-\-ci2v'-\-[2v3-{~ a2v2 -\-{a.jV -f- g0] -f- v ’ [9n2-j- Зй2п,-|-[Яз]
+  v '  [6u4 +  4 a2v3 +  (3 ax +  [2 a3)v 2 +  (3a0 +  a4)v  +  a5]\-f- 

+  ve +  a2v5 +  ( ax +  a 3)n4 +  (a0 +  a4)v3 +  (a5 - f  ae)v2 +  a-V +  a8 =  0. (2)

Чтобы  упростить вычисления, напиш ем уравнение  (2) в таком  виде

и"2+ 2 Л н " + В  =  0 * (3)

Лемма [2]. Д л я  того чтобы (1) п р и н адл еж ал о  М ,  необходимо и д о ст а ­
точно, чтобы лю бое решение уравнени я  (3) имело в качестве  своих по­
дви ж н ы х  особых точек только полюсы, вычеты которых — целые числа. 

И з  (3) мы получаем

Vя =  — А ± У  А 2 — В  . (4)

Д л я  того чтобы уравнение  (4) не имело подвиж ны х критических осо­
бых точек, необходимо, чтобы выражение V  А 2 — В  имело вид

V  А 2 —  В  =  a w ’ +  а р /  +  B v 3 +  М 2 +  М  +  &з> (5)

где а ,  р — постоянные; а ь b{ ( t = l ,  2, 3) — аналитические функции от 2 . 
П р и р ав н и в ая  коэфф ициенты  одинаковы х степеней, получаем  необходи­
мые условия  д л я  отсутствия подвиж ны х критических особых точек в 
уравнении (4)

а\  —  4 а3 =  4 b\\  аха2 — 2 а4 =  4 Ьф2
а0а2 — 2 а5 =  4 Ь4Ь3; а \ —  4 ав =  4 b\ (6)

а 0а х —  2а7 =  4 b2b3; а 2— ’4а8‘=  4bl,

так  к а к  очевидно из (5) а = ( 3 = 0  и a i = ± & i .

61



П ри  этих условиях  уравнение (4) имеет вид

v " =  —  3 v v ' — ^ ~  j у' — и3 — {—  v- —

Положив в (7) v =  V  ■

2

а 2  —  2 Ь 1

- ( - о — М ^ - ( - 2°— ь. (?)

V" =  —  3 V V ' —  V3— V 

2

а 1 
2

, получаем уравнение

а,
Ь2 Ь  =  ЬА

° 2  , \ 2 

2 *)

27
1 / Оо

ь ) ' . ( 8 )

П оскольку  уравнение  (8) не имеет подвиж ны х особых точек [1], то усло­
вия (6) явл яю тся  достаточны м и и необходимыми, чтобы (1) п ри н адле­
ж а л о  классу  М.
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В. В. М И Т Ю Ш Е В

Ф У Н К Ц И О Н А Л Ь Н О Е  У Р А В Н Е Н И Е  СО С ДВИ ГО М  В ОБЛАСТЬ,  
ИМЕЮ ЩИМ Н Е П О Д В И Ж Н У Ю  ТОЧКУ НА Г РА Н И Ц Е

Определение .  Ф ункция  a ( z )  п р и н адл еж и т  классу  C m ( z 0) ,  если она 
аналитична  в области  D  и представи м а  в виде

т —1
я(г) =  ^  +  (г — го)"'«1(г), (1)

*=0

причем существует конечный предел Игл аД г),  m  — целое неотрицательное
z„

2f=D m—1
число. При г0= о о  представление принимает вид а(г) =  ^ akz ~ k+  г_ '"а1(г).

*=о
1. Р а с с м а тр и в ае т с я  следую щ ее функциональное  уравнение:

Ф ( г ) = С ( г ) Ф [ / ( г ) ] + ^ ( г ) , г е Д  (2)

где D  — верхн яя  полуплоскость. Ф ункции G (z)  и g ( z )  аналитичны  в 
верхней полуплоскости. Ф ункция  f ( z ) осущ ествляет  однолистное кон­
формное о то бр аж ен и е  области  D  на себя, не имеет неподвиж ных точек 
внутри D  и имеет единственную неподвиж ную  точку на границе верхней 
полуплоскости D. Ф ун кци я  Ф (г )  ищ ется аналитической  в верхней полу­
плоскости. Б ез  ограничения  общности при f ( 2 ) e C * ( o о) м ож ем  считать, 
что f { z )  = A z - \ - B ,  А ~ ^  1, I m S > 0  [1]. Уравнение (2) в классе  функций 
с некоторым поведением на действительной оси исследовалось в р а б о ­
тах [2— 3]. Н аи более  полные р езу л ьтаты  относятся  к случаю  Л =  1. Н а ­
сто ящ ая  работа  посвящ ена  случаю  Л > 1 .
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