
j M ' ( t ) g ( t ) d t  =  ^ C a Q a +  ~y  (C B0s m - 2Xb^  —  E)g(b)  —
a  a = l

 Y  (E  —  C B 0 s m - 2Xan)  g(a) .  (13)

Если  ж е  A rg  £j =  0, t o

h
EM \ t ) g ( t ) d t M  (b) -  - f - ■ ( b ) - M (a )
2 g(a) ,  (14)

где M ( a ) ,  M ( b )  определяю тся  по ф орм улам  типа (12). Отсю да вытекает
Теорема 2. Пусть А,  В,  С — постоянные (л Х л ) -м а т р и ц ы  такие, что 

(.A — B-\~iC) ( A — B — i C ) ~ l имеет простую структуру с собственными з н а 
чениями | j ,  а матрицы  А —В  и С коммутативны. Д л я  разреш им ости  си
стемы (1) с постоянными коэфф ициентам и необходимо и достаточно:

1) разреш и м ость  системы (13) при 0 < A r g  £ j < 2 n ;
2) выполнение п  условий (5) и условия (13) с С « = 0  ( а = 1 ,  п)  при 

A rg  £j =  2n;
3) выполнение л условий (5) и условия (14) n p n A r g £ j = 0 .
П ри  выполнении условий разреш им ости  общее решение системы опре

дел яется  ф орм улой (6) при выборе Са из системы (13) в случае 1). 
В остальны х случаях  все Са = 0  и полученное решение, будет единст
венным.

З а м е ч а н и е .  Если det С=^=0, то, учи ты вая  соотношения В 0=  
—  С [ ( А — В ) 2-)-^2] -1, s in~2̂ aH = C _2[ (Л — В ) 2+ С 2],  полученные значения 
М ( а ) ,  М ( Ь )  можно упростить. В этом случае ф орм улы  (10), (11) з а м е 
няю тся, соответственно, на ф орм улы  М  (а) =  -— ~  Е, М(Ь)  =  ~^~Е,  а ус-

Ь п ^
ловие (13) на условие вида ГM ' ( t ) g ( t ) d t =  "V Ca Qa-J мвД

a a =  1
П оследн ее  условие по форме совпадает  с условием разреш имости , 

полученным в [3] д ля  случая  уравнения  (1) с одной неизвестной ф унк
цией при С (а) =А=0. Это показы вает , что картин а  разреш им ости  систем 
уравнений вида (1) д а ж е  д л я  случая  постоянных м атриц А,  В,  С я в л я 
ется более сложной, чем д л я  у равнени я  (1).
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У Д К  517.944

П. П. З А Б Р Е Й К О ,  С. И. К О С Т А Д И Н О В

О В РА Щ Е Н И И  В Е К Т О Р Н Ы Х  ПОЛЕЙ  
Э К В И В А Р И А Н Т Н Ы Х  ОТНОСИ ТЕЛ ЬНО  

ГРУПП П Р Е О Б Р А З О В А Н И Й

М ногие ва ж н ы е  утверж ден ия  нелинейного ан а л и за  связан ы  с вычис
лением или оценкам и вр ащ ен и я  (степени о то бр аж ен и я)  у(Ф) эквива- 
риантных векторных полей Ф на сф ере 5 П-1 конечномерного простран-
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ства R n. Н апом ним , что векторное поле Ф: S " - 1— назы вается  экви- 
вариантны м  относительно гом ом орфизм а Т группы G преобразований 
сферы 5 ”- 1 в себя, в ту ж е  или в другую  группу G'  преобразований сф е
ры 5 П-1 в себя, если

(bU =  T(U)(£> (U<=G). (1)

Одной из первых теорем в этом направлени и  бы ла  классическая  тео
рем а  Б о р су к а  [1] о нечетности вр ащ ен и я  нечетных векторных полей. 
В этом случае  G — это группа, состоящ ая  из двух  преобразований I  и 
—/,  G ' = G ,  Т — Т. Более  общий случай, когда G является  циклической 
группой простого п орядка  р  (т. е. состоит из элементов I, U. . . . U p- 1),  
G ' = G ,  Т = 1 ,  исследовал  П. Смит [2]. В предполож ении, что группа G 
действует  на S n_1 свободно (т. е. U  не имеет неподвиж ных точек), он по
к а за л ,  что у (Ф )  по модулю р равно 1. Д а л ьн ей ш и е  продвиж ения д ля  
случая , когда G и G'  являю тся  циклическими группами порядков р  и q 
соответственно, получены М. А. К расносельским  [3]; в предположении, 
что группа G действует на 5 n_1 свободно, им было показано, что в р а 
щ ение у (Ф )  по модулю  р однозначно определяется  гомоморфизмом Т\ 
им ж е  д л я  р яда  частны х случаев был вычислен соответствующий э л е 
мент кольц а  Z v . Н акон ец , в работах  [4, 5] элем ент кольца был посчитан 
д л я  всех случаев свободного действия группы G.

Зн ачительно  более слож ны й случай  несвободного действия группы G 
т а к ж е  изучался  в [2, 3]. П олученные в этих работах  результаты  первон а
чально  носили более частный хар актер ;  при этом обычно п редп олага 
лось, что группа G действует на S " -1 полусвободно (т. е. множество 
неп одвиж ны х точек у степеней Uh, k = \ ,  . . . , р — 1 одно и то ж е ) .  П. П. За -  
брейко [6] предлож ено понятие полугомотопных эквивариантны х вектор
ных полей и соответствующ ее понятие плугомотопического типа эквива- 
риантного  векторного поля, а затем  им и независимо от него ав т о р а 
ми [5] и Т. Н. Щ елоковой [7], с одной стороны, и С. 14. Костадиновым, 
с другой, показано , что вращ ен ие  у (Ф )  по модулю р эквивариантного  
векторного поля  Ф определяется  гомоморфизмом Т  и полугомотопиче- 
ским типом Ф. Ф орм улы  д л я  вычисления соответствующего кольца Z p 
практически  во всех возм ож н ы х  случаях  предлож ены  в [8].

Н аконец , С. 14. К остадиновы м и независимо от него 3. И. Балан овы м  
и С. Д . Бродски м  [9] было показано , что у (Ф )  по модулю р (р — по р я 
д о к  группы G) оп ределяется  гом ом орфизм ом  Т и полугомотопическим 
типом Ф и в  случае произвольны х конечных групп. Соответствующие ре
зу л ьтаты  о вычислении элем ен та  кольц а  Z v носят совершенно частный 
характер .

Естественно возни кает  вопрос о том, насколько  описанные резу л ьта 
ты справедли вы  д л я  случая  бесконечных групп G и G', в частности 
групп Л и. Р я д  результатов  в этом нап равлени и  получен в работах  [9 и 
10]. Н и ж е  п оказы вается , что основные у твер ж ден и я  в этом направлении 
совсем просто могут быть получены из соответствующ их, утверж дений 
д л я  конечных групп.

1. П усть  G — п рои звольн ая  группа преобразован и й  сферы S n_1 в се
бя, F i X G  — зам ы к ан и е  объединения м нож еств  F ix  U неподвиж ных точек, 
отличны х от тож дественного  п реоб разован и я  U группы G (возмож ен слу
чай, когда  F i x G  =  S n_1, но в этом случае  проводимы е ниже р а с с у ж д е 
ния не п ред ставляю т  ин тереса) .  Пусть д ал е е  G'  — вторая  группа преоб
разо ван и й  сферы  5 n_1 в себя, и Т — некоторый гомоморфизм G в G'. Д ва  
экви вар и ан тн ы х  векторных поля Ф, XF: S n_1-vS™_1 назы ваю тся  полугомо- 
топными, если на F i x G X [ 0 ,  1] определено отображ ен и е  Х (х ,  Я,) со з н а 
чен иям и  в 5 n_1, д л я  которого

X ( U x , X )  =  T ( U ) X ( x , X )  ( x e F i x G , X e [ 0 ,  1],
Х ( х ,  0) = Ф х ,  X ( x , \ ) = W x  ( x e s F i x G ) .

О тнош ение полугомотопности д л я  экви вар и ан тн ы х  векторных полей я в 
ля е тс я  отношением эквивалентности  и поэтому эквивариантны е вектор
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ные поля р асп ад аю тся  на классы  полугомотопных друг  другу; полуго- 
мотопический тип, содерж ащ и й векторное поле Ф, ниже обозначается  че
рез х ( Ф ) .  Отметим, что множ ество полугомотопических типов изучено 
лиш ь в сам ы х простейших ситуациях.

Введем  еще одно понятие. П усть G — произвольная группа. Н азовем  
ее я -характери сти кой  л (G ) ,  наибольш ей - из порядков конечных под
групп G, если эти порядки ограничены сверху, и число 0, если эти по
р ядки . не ограничены сверху. К а к  известно, для  многих бесконечных 
групп G л -характери сти ка  равна  нулю. В частности, р авн а  нулю (см., 
например, [11]) л -характеристи ка  компактны х групп Л и  ненулевой р а з 
мерности. И звестно, что существую т бесконечные группы с ненулевой 
характери сти кой  (впрочем, неясно, есть ли среди них группы п р ео б р азо 
ваний).

Теорема 1. П усть G и G'  — произвольные группы преобразований 
5 " - 1 в себя; Т  — некоторый гомоморфизм G в G', Ф и Л7 — два  полуго
мотопных и эквивариантны х векторных поля. Тогда

Д о к а з а т е л ь с т в о  этой теоремы следует из упоминавш егося вы 
ше соответствую щ его р езультата  д л я  конечных групп и того простого з а 
мечания, что полугомотопные и эквивариантны е относительно гомомор
ф изм а Т  группы G в группу G'  векторные поля будут полугомотопными 
и эви вари антны м и и относительно гомоморфизма Т на любую  конечную 
подгруппу G.

И з теоремы 1 вытекает

Теорема 2. П усть G и G'  — ком пактны е группы Л и  полож ительной 
разм ерности; Т — гомоморфизм G в G'; Ф, Л7 — два полугомотопных 
экви вари ан тн ы х  векторных поля. Тогда

2. В качестве  примера применения теорем 1—2 рассмотрим случай, 
когда группа G является  группой Т вращ ений сферы S n_1 пространства  
R n =  C-[-Rn~2 (С — поле комплексных чисел, рассм атри ваем ое  как  д в у 
мерное вещественное пространство):

G ' — G, Т ( U ) — U h, где k — некоторое целое число.
Группа G является , о ч еви дн о / компактной одномерной группой Ли. 

П ри  п = 2 она действует свободно; при п > 2 — полусвободно: к а ж д о е  ее 
отличное от тождественного преобразован и е  имеет неподвиж ные точки, 
множ ество  которых образует  (п — 3 ) -мерную сферу S n~3, со вп ад аю щ у ю  
с пересечением сферы S n_1 пространства  R n с (ге—2 ) -мерной плоскостью 
R n~2.

Теорема 3. П усть Ф — эквивалентное  векторное поле. Тогда  с п р а 
ведливо равенство

где у(Фо) —  вращ ен ие  суж ения  Ф 0 векторного поля Ф на сф еру S n-3.
Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы  следует из теорем 1 и 2. Д ей стви 

тельно, в силу эквивариантности  поле Ф преобразует  S n~3 в себя, и по
этом у суж ение Ф 0 поля Ф на S n~3 явл яется  векторным полем в S n~3. Д а 
лее, определенное равенством  W z — z h при п — 2 и равенством  Л1, (г, w) =  
=  | | ( z ft, ||а>[|Ф0(||и | | |-1ш ) ) ||_1 ( zh, | |ш | |ф 0(||йу||_1ш ) ) при п > 2 векторное 
поле Л7 т а к ж е  является  экви вари ан тн ы м  в S " -1 ; при этом поля Ф и Т  
совпадаю т на S n~3 и поэтому явл яю тся  полугомотопными. О стается  з а 
метить, что вращ ен ие  у (Л7) поля Л7 определяется  равенством (5) в силу 
теоремы  о произведении вращ ений (см., например, [12]).

у ( Ф ) = у ( Л 1') ( m o d n ( G ) ) . ( 2 )

у ( Ф ) = у ( Л 0 . ( 3 )

U ( t ) ( z ,  w)  =  (eu z, w)  ( t ^ R ,  (z, w \ ^ R n), (4)

k, если n =  2, 
ky{(D0), если n  />  2, (5)



Р ассм о тр и м  ещ е случай, когда G — это группа всех вращ ен ий  вокруг 
всех (п —2 ) -мерных плоскостей (п — 1 )-мерной сферы S n~ l пространст
ва R n ( п > 2) .  В этом случае  условие эквивариантности , в частности, 
означает , что Ф о т о б р а ж ае т  каж ду ю  (л —3 ) -мерную сф еру в себя. Но от 
сю да следует, что д л я  каж до го  x e 5 ' l_1 элем ент Ф х равен либо х, либо 
—х. О днако  из соображ ений  непрерывности вы текает, что в этом случае 
либо Ф = /  либо ф  =  — 1. Таким  образом , множ ество  эквивариантны х  
отображ ен и й  в этом случае сводится  к двум (не полугомотопным друг  
другу) ото бр аж ен и ям  /  и —/,  и теоремы 1 и 2 д ля  этого случая  о к а зы 
ваю тся  тривиальны ми.
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