
4. Л а п т е в  Г. Ф.— Труды  геом. семин., 1971, т. 3, с. 29.
5. Л а п т е в  Г. Ф., О с т  и а н у  Н. М .— Труды геом. семпн., 1971, т. 3, с. 49.
6. Б у р  д у н  А. А., И в а н о в  В. Г.— Тез. докл. 6-й Всесоюзн. гравит. конф. М., 

1984, с. 105.
7. И в а н о в В. Г.— Тез. докл. 6-й П рибалт, геом. конф. Таллин, 1984, с. 46.
8. Б  л и з н и к а с В. И .— Л итов, матем. сб., 1971, т. 11, А"» 1, с. 63.
9. С х о у т е н  И. А., С т р о й к Д . Д ж . Введение в новые методы диф ф еренциаль

ной геометрии.— М.. 1948, т. 2 (Пер. с нем.).
10. Б у р  д у н  А. А. Геометрия поля 4-скоростей в псевдоримановом пространст

ве.— Рукопись деп. в В И Н И Т И , №  1394-76. Д еп. от 26.04.76.
11. Б у р  д у н  А. А.— Becui АН БС С Р. Сер. Ф 1з-м атэм . навук, 1966, №  4, с. 10.
12. Б у р  д у н  А. А., И в а н о в  В. Г. И нвариантная классиф икация неизотропных

векторных полей в псевдоримановом пространстве.—  Р у к о п и с ь  деп. в В И Н И ТИ , 
№  807-84. Д еп. от 09.02.84.

П оступила в редакцию
22.03.84.

У Д К  517,948.32

И. Н. З А Б Е Л Л О ,  А. А. К И Л  Б А С

О РА ЗР Е Ш И М О С Т И  СИСТЕМЫ И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х  У Р А ВН ЕНИ Й  
С Л О Г А Р И Ф М И Ч Е С К И М  Я Д Р О М  

И ВН У Т РЕ Н Н И М И  КОЭФФИЦИЕ НТА МИ

В настоящ ей работе  исследуется разреш и м ость  системы ин теграль
ных уравнений первого рода с логариф мическим  ядром вида 

х ь ь
\ A { t ) ^ { t ) d t  +  j  B ( t m t ) d t  +  — \ C { t ) \ n \ x  —  t \ t y{ t )d t  =  g(x),  (1)

а х  а

где A ( t ) ,  В  ( t ) , C ( t )  — (п Х п )-м а т р и ц ы .
У равнение (1) в случае  одной неизвестной функции ( п —  1) изуча

лось в [1— 3]. Р азл и ч н ы е  частные случаи этого уравнения, имеющие об
ширные прилож ения , рассм атр и в ал и сь  многими авторам и  (библи огра
фию см., наприм ер, в [3, 4]). Р а б о та  состоит из двух частей. С начала, 
следуя  [4], мы находим необходимые и достаточные условия р азреш и м о
сти системы (1) и даем  ее общ ее решение. З а те м  выводим другую ф о р 
му условий разреш и м ости  д л я  случая, когда А, В , С  — постоянные м ат 
рицы, а коэфф ициент соответствую щ ей зад ач и  Р и м ан а  есть матрица 
простой структуры  [5]. С ледует  отметить, что картин а  разреш им ости  си
стемы (1) о к азы в ается  гораздо  сложнее, чем картина разреш имости 
уравнени я  (1) ( п —  1).

Введем некоторые обозначения. Будем  говорить, что вектор-функция 
ф =  (фд, ..., фп) принадлежит Я "  =  Я " (а ,  Ь), если

I t 4V('V)= ---------------------  f—  ,
(x  —  a) (b —  x)

где фу(х) F7 Щ_(а, b), 0 < | . i < l ,  e lt e2> 0 .  Через C l ’”=  C\ 'n[a, b\ обозна
чим класс дифференцируемых на [а, b] вектор-функций g  (х)  таких, что 
g \ x )  сз  т .

Пусть S  (t) = А  ( t ) — B  ( t ) — iC ( t ) , T ( t ) = A ( t ) — В  ( t ) - \ - iC  ( t ) . Будем
искать решение системы (1) в классе  Н'1 предп олагая ,  что свободный 
член g ( x ) ^ C l ’n, а м атрицы  A ( t ) ,  B ( t ) ,  С (t) с элем ентам и  из гельдеро- 
вых пространств  таковы , что имеет место норм альны й случай: detS(/)=A= 
=7^ 0 , d e t r (() Ф 0  д л я  лю бы х / е [ а ,  Ь].

Система (1) эк ви вал ен тн а  системе особых интегральных уравнений

[ А ( х ) - В ( х ) ]  ф ( х )  _L  j  C ( tW )J t_  =  g , (x) (2)
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с дополнительны м  условием

j  m ( t m t ) d t  =  g(0) +  g(&)- , (3)

где m(l )  =  +  J M -  in [(* — a) {b —  t)].

Б ез ограничения общности мож но считать, что частные индексы си
стемы (2) таковы , ЧТО X i ^  . . . . . ^ x n [6, 7]. О б озн а
чим /■*“ =  Xi —|— . . . -(-X;, 1~ = — Х(+1— . . . —Хп-

П остави м  в соответствие системе (2) однородную зад ач у  Р и м а н а

¥ + ( a: ) = G ( x) ¥ - ( x), (4)

где G = S T ~ i .
И звестно [6, 7], что д л я  разреш им ости  системы (2) необходимо и до

статочно вы полнения /+ условий разреш им ости  
ъ
j  <fa( t ) g ' ( t ) d t  =  0, a = l ,  2 ( 5 )
а

где ф“ (/) — п олная  система линейно-независимых решений однородной 
системы сингулярных интегральны х уравнений с внешними коэф ф иц и
ентами, соответствующей (2). П ри  их выполнении решение системы (2) 
можно представить в виде

ф (X) =  А 0(х) g ' ( x )  +  - g i f L j .  Л  +  2  CaQa (x),  (6)
a a = l

где Л0 =  4 - ( 5 - > + Т - 1) ,  S 0=  ^ Г ( 5 _ 1 — Д - 1 )- Z = 5 X + = 7 X - , Х ± — пре
дельны е значения  канонической м атрицы  краевой зад ач и  Р и м ан а  (4); 
Са — произвольны е постоянные; Qa { t ) — п олная  система линейно-неза
висимых решений однородной системы, соответствующ ей (2). П о д став 
л я я  решение (6) в (3), преобразуем  условие равносильности систем (1) 
и (2) к виду

§ M ( t ) g ' ( t ) d t +  V  Ca Qa =  -gl a ) + -g.(- ^  , (7)
a a = l

где

M ( t )  =  m ( t ) A 0( t )— - i - J  Z - * ( 0  f i0(0 .
a

b » ^  ^

Q a =  \ m ( t ) Z ( t ) Q a{t)dt, 0 = 1 , 2 ,. . . ,  Q a { t ) — векторы с полиномиальны-
a

ми компонентами.
Система (7) — система линейных алгебраических  уравнений. Отсюда 

следует
Теорем а 1. Пусть x i ^ .  . . ^ x z ^ 0 > x / + i ^ .  . . ^ X n ,  / + = x i + .  . .+ х ц

l~— —x/+1— . . . —xn. Д л я  разреш и м ости  системы (1) необходимо и до
статочно выполнения /+ условий (5) и условия  вида

rang Q =  rang  {Q, g},  (8)

где м атри ца  Q имеет своими столбцам и  векторы а постоянный век
тор g  оп ределяется  равенством

g =  g(Q) +  gW  -  j\ M ( t ) g ' { t ) d t .
a
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П ри выполнении условий (5) и (8) общее решение системы (1) дается  
формулой (6) при выборе постоянных Са из системы (7).

И з теоремы 1 следует, что разреш и м ость  системы (1) зависит, вооб
ще говоря, от разреш и м ости  системы линейных алгебраических  у р авн е 
ний (7). В частном случае  одной неизвестной ф ункции ( п = 1 )  эти у сл о 
вия (7) п р евр ащ аю тся  в условия «точечно-интегрального» типа (см. [4]).

Пусть теперь м атри ц ы  А,  В , С постоянны. Д ополнительно  предполо
жим, что м атр и ц а  G = S T ~ i , я в л яю щ а я с я  коэффициентом  соответствую 
щей системе (2) з а д ач и  Р и м а н а  (4), имеет простую структуру. Тогда 
условие (7) м ож но вы рази ть  в терми нах  свободного члена g ( x )  за  счет 
того, что у д ается  вычислить асимптотические значения  м атрицы M ( t )  
на концах а и Ь.

П усть н евы р о ж ден н ая  м атри ца  У такова ,  что У_1СУ имеет д и аго 
нальную  форму и l j  —  собственные значения  м атрицы  G. Каноническую 
м атри цу  зад ачи  Р и м а н а  (4) можно представи ть  в виде

X ( z ) = y { X i ( z )   (9)

где Хз (z ) — канонические функции с кал яр н ы х  з а д а ч  Ф уг  (х) =  £уФJ  (х), 
где Ф =  У- 1 ф, на которые распадается задача (4),

I n l j

Xj{z )  =  (г —  а ) ' ~ ~ Ы Г (Ь —  г)~Ш ~ ~ У~ Х}’
(О, 0 <  Arg L  <  2я ,  где v =  1
( 1, A rg  (г =  2я ,

а частные индексы  равн ы
к  =  ( 1, 0 <  Arg l j  <  2 я ,

1 10, Arg l j  =  2я .

Н айдем  асим птотические п редставлени я  д л я  м атри ц ы  M ( t )  на кон
цах  а и Ь в  классе  H i  В ведем  обозначения:

Ь<а =  ~2яГ 1П G’ ^ ь= Е  2 я Г 1П G

и предполож им, что А — В  и С коммутативны.
И спользуя  соответствую щ ие асимптотические форм улы  д л я  особых 

интегралов, полученные в [4]а и учиты вая , что c tg  70л = — ctg  А ь я =  
=  B~q X А 0, получаем в случае 0 <  Arg ty <  2 я ,  / ' =  1, п:

М ( а )  = -------   СВ0 s in~2Xan,  (10)

M(b)  =  - i -  С В 0 sin 2А,;,я. (11)

Если A r g g j  =  0, j —  1, п, то, в зяв  каноническую  м атри ц у  в виде (9) с ка-
1 п Ш  I n t . -

1  - г - ------------------------  Т----------1

ионической ф ункцией Х Дг) =  (г — а) 2л‘ (b — г) 2ги 
и, используя соответствую щ ие асимптотические ф орм улы  из [4], получа
ем при t-+a

M ( t ) =  —  (/Г'иР ' } \ m ( t ) ( b  —  t ) x* - E{t —  a ) - l a d t - B 0{t —  a ) ^ ~ E X
a

X { b - a ) E~ xa  ^ s i n - 2 x aJX. (12)

А налогичная  ф о р м у ла  имеет место при t-*-b.
b

И нтегрируя  ^ M ( t ) g ' ( t ) d t  по частям  и уч и ты вая  (10), (11), приводим
а

систему (7) в случае  0 < A r g  (г-< 2  л к виду 
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j M ' ( t ) g ( t ) d t  =  ^ C a Q a +  ~y  (C B0s m - 2Xb^  —  E)g(b)  —
a  a = l

 Y  (E  —  C B 0 s m - 2Xan)  g(a) .  (13)

Если  ж е  A rg  £j =  0, t o

h
EM \ t ) g ( t ) d t M  (b) -  - f - ■ ( b ) - M (a )
2 g(a) ,  (14)

где M ( a ) ,  M ( b )  определяю тся  по ф орм улам  типа (12). Отсю да вытекает
Теорема 2. Пусть А,  В,  С — постоянные (л Х л ) -м а т р и ц ы  такие, что 

(.A — B-\~iC) ( A — B — i C ) ~ l имеет простую структуру с собственными з н а 
чениями | j ,  а матрицы  А —В  и С коммутативны. Д л я  разреш им ости  си
стемы (1) с постоянными коэфф ициентам и необходимо и достаточно:

1) разреш и м ость  системы (13) при 0 < A r g  £ j < 2 n ;
2) выполнение п  условий (5) и условия (13) с С « = 0  ( а = 1 ,  п)  при 

A rg  £j =  2n;
3) выполнение л условий (5) и условия (14) n p n A r g £ j = 0 .
П ри  выполнении условий разреш им ости  общее решение системы опре

дел яется  ф орм улой (6) при выборе Са из системы (13) в случае 1). 
В остальны х случаях  все Са = 0  и полученное решение, будет единст
венным.

З а м е ч а н и е .  Если det С=^=0, то, учи ты вая  соотношения В 0=  
—  С [ ( А — В ) 2-)-^2] -1, s in~2̂ aH = C _2[ (Л — В ) 2+ С 2],  полученные значения 
М ( а ) ,  М ( Ь )  можно упростить. В этом случае ф орм улы  (10), (11) з а м е 
няю тся, соответственно, на ф орм улы  М  (а) =  -— ~  Е, М(Ь)  =  ~^~Е,  а ус-

Ь п ^
ловие (13) на условие вида ГM ' ( t ) g ( t ) d t =  "V Ca Qa-J мвД

a a =  1
П оследн ее  условие по форме совпадает  с условием разреш имости , 

полученным в [3] д ля  случая  уравнения  (1) с одной неизвестной ф унк
цией при С (а) =А=0. Это показы вает , что картин а  разреш им ости  систем 
уравнений вида (1) д а ж е  д л я  случая  постоянных м атриц А,  В,  С я в л я 
ется более сложной, чем д л я  у равнени я  (1).
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