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ГЕОМЕТРИЯ П А Р Ы  В Е К Т О Р Н Ы Х  ПОЛЕЙ  
В П С Е В Д О Р И М А Н О В О М  ПР ОС ТРАНСТВЕ

Ш ироко  используемый в теории гравитации  диадн ы й ф орм али зм  [1] 
с в я зан  с рассмотрением  в п р о с т р а н с т в е — времени ортонормированной 
п ар ы  векторны х полей (при этом допускаю тся  случаи  с одним и двумя 
пространственно-подобны ми векторны ми полям и  [2]). Н и ж е  методом 
Г. Ф. Л а п т е в а  [3— 5] строится геометрия такой  векторной пары  в 4-мер­
ном псевдорим ановом  пространстве  сигнатуры М инковского (Ш Д. П о ­
лучен ны е результаты  были анонсированы  в [6, 7]. И спользуем ы е в рабо ­
те индексы: а , Ь ( ф а ) ,  i, j, k , / е 0,3; а,  | 3 е 0 , 3 \ { а ,  Ъ}.

1. Р а ссм атр и в аем  4-мерное псевдориманово пространство  1 У/, сигна­
туры М инковского (— -+- +  + )  со структурны ми уравнениями: Д и г =  
=  оУ Д  со}, Deo) =  со* Д  со* +  АДгсо6 Д ш г, где R)ki — тензор кривизны ЧД. 
Уравнения смещения подвижного репера (УИ, еД локального касательного 
пространства 1R i ( M )  точки М  ЕЕ гУ4 имеют вид: dlW =  со‘е ; , de, =  cojej. Счи­
таем такж е, что в каж дой точке М  векторы ej образуют ортонормирован- 
ный векторный базис (тетраду).

З ап и ш ем  [7] д и ф ф ерен ц и альн ы е  у равнени я  пары  векторны х полей 
{еа, еь} пространства  1У4 (в д альн ейш ем  обозначаем ой  через П ):

а а  ; b b ; а а
®а= Уа№ > > &)£ — Уы® >

( 1)
(^Yai— YP£®a+ YaiY*/®' +  R a i j ^ )  / \ ® ‘ =  О,

(dYat—  Ya/®£—  YP£®a+ YaiYa/®' +  ^ a i /® ')  ДсУ =  0,
( 2 )

(^Yw— Yb/®£—  Y£;Y“/®' +  Abi/®') A ®' =  0.

С истем а  величин (у«г, Y«;> Yw) об разует  основной ф ундам ентальны й 
о б ъ ект  первого п о р яд ка  П, яв ляю щ и й ся  тензором  (терминология из
[3]). П од тен зорам и  будут  величины: Ya0> Yaa, у£ь, Ya|3, Yab> Yaa, y b a , y aba, 
Уъь- Таким образом, получаем согласие с [1, 2].

У равн ения  [4]:
сог =  ЯЧЭ ( Ш  =  0 Д 0 Д ,  (3)

рассм отренны е совместно с (1) и (2), определяю т  линии, присоединен­
ные к  П. Система величин (А.Д образует  относительный тензор [5] этих 
линий, из которого вы д еляю тся  подтензоры Ка, Хь и Ха. Условия: Ха =  
— Хь =  0, Хаф 0 \  Хь = Х а = 0 ;  Хьф 0 ,  Ха — ка = 0 ,  определяю т ортого­
н альн ы е  траектории  (О Т ),  еа—• и еь — линии тока  (Л Т ) П. Н а п о м ­
ним [8], что касательн ы м  вектором линии (3) н азы вается  вектор к а с а ­
тельной ее развертки  на л о кал ьн о е  к асательн ое  пространство, т. е. век­
тор d M /0 = M 'e j .

2. Ч ерез  S  обозначим  сопри касаю щ ую ся  2-плоскость ОТ П  (в точ­
ке М ) .  Пусть т а к ж е  N a и Л Д —  гиперплоскости пространства  ЧД (М ), 
ортогональны е соответственно векторам  еа и е&.

О Т П  будем н азы в ать  еа — (е&— ) асимптотической, если пересече­
ние S[]Nb ( S f \ N a) ортогонально  вектору  ед (вектору е6), откуда следует: 
Y(apA°AP=  о ( Y ( a p ) ^ P =  °)- Тензор yfaP) (Y(a.n) можно назвать еа— (ей— ) 
асимптотическим тензором ОТ П.

П ересечения  Sf|Af& и S[}Na коллин еарны  соответственно векторам  еа 
и е.ь при одном и том ж е  условии: ((dX“ +  AAop)/Xa ) = .  Такие ОТ П  догово­
рим ся  называть геодезическими.
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П од еа— (е&— ) линиями кривизны первого рода будем понимать 
О Т  П, которые н ап равлен ы  вдоль главны х нап равлени й  еа— (е&— ) 
асимптотического тензора, т а к  что:

( Y ( W ) ^ / £ a ^ P) =  ( C f a W / g a f i W )  =  ) ,  (4)

З десь  и д алее ,  g 0p — метрический тензор локального  2-мерного сечения 
п ространства  11/4, ортогонального П.

— (еь— ) Л инией  кривизны  второго рода назовем  ОТ П, вдоль ко ­
торой о р то гон альн ая  проекция  на АД (на АД) д и ф ф ер ен ц и ал а  точки п р я ­
мой, колли н еарн ой  вектору  еа (вектору еь), сам а  к о л л и н еар н а  этому в ек ­
тору. И м еем  условия:

(Y  а Р ^ / £ с ф ^ ) =  ( ( Y a f ^ / g a f ^ )  =  )• (5 )
Н еслож н о  убедиться  в том, что дан н ы е  в этом пункте определения 

вполне естественно обобщ аю т  аналогичны е понятия д л я  линий на гипер­
поверхности и интегральны х кривых неголономной гиперповерхности 
рим ан ова  пространства  [8, 9], ОТ монады [10].

3. Будем  н азы вать  П  нормальной , если она допускает  семейство о р ­
тогональны х 2-мерных поверхностей, и геодезической, если равны  нулю 
векторы  первой кривизны ее Л Т  [6, 7]. И х признаки:

Y[ap] =  Y[«P] =  0; (6)

Yaa= Vab =  \S /=  ЧЪЬ =  0- (7)

П олезно  отметить, что норм альность  П  сводится к  нормальности обе­
их ее составляю щ их (векторное поле назы вается, норм альны м , если оно 
доп ускает  семейство ортогональны х гиперповерхностей [9]) при д опол­
нительных условиях:

Y ab =  Y Ьа, Уаа =  Y аа- (8)

И з  равенств (4) — (6) т а к ж е  следует, что у норм альной П  еа— (е&— ) л и ­
нии кривизны первого и второго рода совпадаю т.

Д ивергенци ю  и ротор векторного поля {v} естественно определить 
в виде: D i V v — V v ,  R o t v = V / \ v ,  где V  — обобщ енный д и ф ф еренц и­
альны й оператор,, относительно подвиж ного репера (М,  еД , равный [11]-

V =  (со°Дсо1Лсо2Д(й3) - 1(е0(со1Дсй2Дсо3) +  ех (со0Дсо2Дсо3) +
+  е2 (со°Дсо3Лсо1) +  е3(со°Д(й1Дсо2) ) / \ d .

Будем  н азы вать  П  соленоидальной, если равны  нулю  дивергенции 
ее составляю щ их, и потенциальной (или безвихревой),  если равны нулю 
их роторы [6, 7]. П ризн аки :

a  I b а  \ а г\.
У а а  “ Ь  УаЬ —  У Ьа ~Г УЬа =  0 >

a b a b а а г\ a a b b  / г\ \Y[aP] — Y[aP] — Уаа =  УаЬ — УЬа ~  УЬЬ — 0 , УаЬ —  УЬау Уаа =  Уаа> (9 )
И з условий (6) — (9) следует, что в случае  (8) потенциальность диады  
равносильн а  ее норм альности  и геодезичности.

4. С ледуя  методам  [10, 12], мож но п редлож и ть  д л я  П  несколько в а ­
риантов полных систем инвариантов  первой д и ф ф еренц иальной  окрест­
ности. Д в е  т ак и е  системы ин вариантов  о б суж дали сь  в [6, 7]. Р а зв е р н у ­
тое и злож ение  этого вопроса п р ед п о л агается  дать  особо.
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У Д К  517,948.32

И. Н. З А Б Е Л Л О ,  А. А. К И Л  Б А С

О РА ЗР Е Ш И М О С Т И  СИСТЕМЫ И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х  У Р А ВН ЕНИ Й  
С Л О Г А Р И Ф М И Ч Е С К И М  Я Д Р О М  

И ВН У Т РЕ Н Н И М И  КОЭФФИЦИЕ НТА МИ

В настоящ ей работе  исследуется разреш и м ость  системы ин теграль­
ных уравнений первого рода с логариф мическим  ядром вида 

х ь ь
\ A { t ) ^ { t ) d t  +  j  B ( t m t ) d t  +  — \ C { t ) \ n \ x  —  t \ t y{ t )d t  =  g(x),  (1)

а х  а

где A ( t ) ,  В  ( t ) , C ( t )  — (п Х п )-м а т р и ц ы .
У равнение (1) в случае  одной неизвестной функции ( п —  1) изуча­

лось в [1— 3]. Р азл и ч н ы е  частные случаи этого уравнения, имеющие об­
ширные прилож ения , рассм атр и в ал и сь  многими авторам и  (библи огра­
фию см., наприм ер, в [3, 4]). Р а б о та  состоит из двух частей. С начала, 
следуя  [4], мы находим необходимые и достаточные условия р азреш и м о­
сти системы (1) и даем  ее общ ее решение. З а те м  выводим другую ф о р ­
му условий разреш и м ости  д л я  случая, когда А, В , С  — постоянные м ат ­
рицы, а коэфф ициент соответствую щ ей зад ач и  Р и м ан а  есть матрица 
простой структуры  [5]. С ледует  отметить, что картин а  разреш им ости  си­
стемы (1) о к азы в ается  гораздо  сложнее, чем картина разреш имости 
уравнени я  (1) ( п —  1).

Введем некоторые обозначения. Будем  говорить, что вектор-функция 
ф =  (фд, ..., фп) принадлежит Я "  =  Я " (а ,  Ь), если

I t 4V('V)= ---------------------  f—  ,
(x  —  a) (b —  x)

где фу(х) F7 Щ_(а, b), 0 < | . i < l ,  e lt e2> 0 .  Через C l ’”=  C\ 'n[a, b\ обозна­
чим класс дифференцируемых на [а, b] вектор-функций g  (х)  таких, что 
g \ x )  сз  т .

Пусть S  (t) = А  ( t ) — B  ( t ) — iC ( t ) , T ( t ) = A ( t ) — В  ( t ) - \ - iC  ( t ) . Будем
искать решение системы (1) в классе  Н'1 предп олагая ,  что свободный 
член g ( x ) ^ C l ’n, а м атрицы  A ( t ) ,  B ( t ) ,  С (t) с элем ентам и  из гельдеро- 
вых пространств  таковы , что имеет место норм альны й случай: detS(/)=A= 
=7^ 0 , d e t r (() Ф 0  д л я  лю бы х / е [ а ,  Ь].

Система (1) эк ви вал ен тн а  системе особых интегральных уравнений

[ А ( х ) - В ( х ) ]  ф ( х )  _L  j  C ( tW )J t_  =  g , (x) (2)
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