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sup ( l  +  ds (0, 5 C ) ) | / 3{ 5 „ s C ) ~ 2 n 2 ^ г ( © 1  — Ф) (C ) |  =CeG r_ 0

=  0^1  2 j ,  ( n - > o o ) ,

где  cl(О, д С ) — расстояние от н ач ал а  координат  до границы  м н о ж е­
ст в а  С.
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ИН ВАРИАНТНА Я КЛ АССИФИК АЦИЯ  
С Л У Ч А Й Н Ы Х  СПЕКТР ОГРАММ

Постановка задачи. П усть в пространстве  Я+ с вероятностями 
Jti, . . . ,  Ль (Я г> 0 , Я1+  . . .  + Я т , =  1) наблю даю тся  случайные спектро- 
грам м ы  [1] из 2 классов Qi, . . . ,  QL. С пектрограм м а  из класса  
Q, ( i— \ , L )  описывается случайным У -вектором  X i = { X i h ) ^ R +  с не­
известным распределением  вероятностей; причем циклический сдвиг и 
м асш табн ы е  преобразован и я  компонент спектрограм м ы  сохраняю т ее 
к л ассиф икацию  неизменной. И м еется  класси ф и ц и рован н ая  случайн ая

L
выборка спектрограмм, состоящ ая  из L независимы х подвыборок: A — U Л;,

  i=i
Л; =  {Zif.Zij =  (Zijk) GE R+, i = \ , m } —’Случайная подвыборка n t спектро­
грамм из О г. Задача заключается в построении решающего правила, ми­
нимизирующего вероятность ошибочной классификации случайной спектро­
граммы Х е е Я^-, наблюдаемой независимо от Л.

П о д о бн ая  за д ач а  возни кает  при р азр аб о тк е  математического  обеспе­
чения автом атизи рованны х  систем расп о зн аван и я  случайны х процессов 
(случайны х сигналов [2, 3], эл ек троэн ц еф алограм м  [4], речевых сигна­
лов [5]), н аблю даем ы х  в виде спектрограмм, в ситуации, когда сдвиг по 
частоте спектральной плотности случайного процесса  и изменение дис­
персии не меняю т его классиф икацию .

Пространство инвариантных признаков. О пределим  в /?+ группу 
G 1= { g ' i ( - ;  a i ) : f l i> 0 }  м асш табн ы х преобразований :

^ ( х ;  а г) =  ахх,  (х, (1)

и группу G2 ={;§ '2 (- ; v) : v e { 0 ,  1, . . . ,  А — 1}} п реобразований  цикличе­
ского сдвига:

X =  gz(X, v) =  (X ), Xk — A(ft-fv)mocw(& =  1> N ) ,  (2)

где ( /)m odA /’e { l ,  2, . .  . ,  N}  — вычет числа t по модулю N.  Умножение 
п реобразований  в Gi, G2 поним ается  к а к  последовательное применение 
этих преобразований .

О пределим в группу пребразован и й  G, элем ен там и  g ( - )  которой 
являю тся  всевозм ож ны е композиции п реобразований  из Gi и G2. Тогда 
в силу принятой м атем атической  модели Qi, . .  . ,  Q l  з а д а ч а  кл ассиф и­
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кац ии  спектрограм м ы  X  инвариантна  относительно G [6]. Это означает, 
что X  я в л яе тс я  спектрограм м ой из некоторого класса  Q; тогда и только 
тогда , когда при любом п реобразовании  g ( - ) e G ,  g (X )  является  спек­
трограм м ой  из того ж е  класса  {Д:

V g ( - ) < = G .  (3)
В силу (3) потребуем, чтобы и р еш аю щ ее  правило о б лад ал о  свой­

ством инвариантности  относительно G: d {g{x))  =  d{x),  х Е  R~ ,  g { - ) ^ G ,  
где d e / )  =  { l,  2, . . . ,  L )  — номер класса , к  которому будет отнесена н а ­
б л ю д а е м а я  сп ектрограм м а  х. И звестен [6] общий вид инвариантного  р е ­
ш аю щ его  п рави ла :

d =  d{x) =  d0{z), z  =  Т ( х ) ,  x ^ R + .  (4)

З д е с ь  z = ( Z h ) ^ R n — вектор т а к  н азы ваем ы х  ин вариантны х признаков
[7]: Т ( х )  =  { T k ( x ) ) — особая  статистика — м аксим альн ы й ин вариант  [7] 
группы G; п  — число ин вариантны х признаков.

Обозначим:

Ук — x hl{x i  +  ••• +  %n ), k ~  1, N;  (5)

Щ =  Uh{x) =  y (k), k = \  , N ,  u1 > u 2 >  . . . > u N, (6)
У(к) =  Угк— &-ая порядковая статистика; rh —  ранг y {k);

Vj =  Vj{x) =  (rj —  rj+l +  N )  m o d N ,  / = 1 , 7 7  — 2. (7)

Теорема. Е сли  вероятностные расп ределен и я  Xi,  . . . ,  X L абсолю тно 
непрерывны, то n = 2 N — 3 и инвариантны е при знаки  определяю тся  соот­
ношениями:

«ь; если k  =  1, N  —  1,
2к = В Д =  ,  —  (8)

[Vk+1- N ,  если k  =  N ,  п.
Д о к а за т е л ь ст в о  основано на методе [6] последовательного  определе­

ния м аксим альн ого  ин вари ан та  д ля  подгрупп Glt Gz группы G.
Отметим, что если Х и  . .  . ,  X L имеют дискретны е распределения, то 

(8) сохраняется ;  лиш ь только статистики {иД вы числяю тся по более 
слож ной  формуле, чем (7).

С целью  упрощ ения  реш аю щ его  п р ав и ла  (4), (8) предусмотрим во з­
м ож ность исп ользован ия  лиш ь (части) N 0^ n  ин вариантны х признаков:

г =  (Rh) =  ( « ,  У ) . U = ( U i ) ,  t  =  1, # ! < # —  1, V = { V j ) ,

/ =  lTAGs С  А7 — 2. (9)

Адаптивное решающее правило. П р е о б р а зо в а н и я  (4), (9) над
Xi ( t = l ,  L ) п о р о ж даю т  случайны й Л Д вектор  Zi—T{Xi) =  {Ui j Vi), со­
стоящ ий из д вух  подвекторов: U i —  ( U i j ) , j —  1, ЛД— случайный вектор 
с ЛД-мерной плотностью qi(u), и =  (u. j )^RNi 1 Д = ( 1 Д ) ,  j =  1, АД— ди с­
кретный случайны й вектор с Л Д м ерны м  распределен ием  вероятностей
Qi(o) = P ( V i  =  v ) ,  v =  {Vj) e R N ‘ . ___

Б удем  п редполагать , что Ui  и Vi  н езави си м ы  ( i = l ,  L ) .  Тогда п р ав и ­
ло (4) ,  миним изирую щ ее вероятность ош ибки, имеет вид:

d =  d{x) =  d0{u, о) =  a rg m a x  (In л г +  1п<?г( ы ) - f  In Q;(u)). (10)
ieD

П остроим статистические оценки { д ( Д ,  Q i ( - ) }  по выборке А.  Оценку

Q; ( • )  (7 =  1, L)  будем искать в парам етри ческом  семействе распреде­
лений:

=  Qij(vi ) =  (11)
j=i k=i k=i
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где Sjfc —  символ К ронекера . С огласно (11), Q i ( - )  характери зуется  
N 2 - { N — 1) п а р а м е тр ам и  { Q i j k ^ 0}, п редставляю щ им и собой вероятно­
сти значений, приним аем ы х компонентами Vi. О цен кам и  м аксим ального  
п равдоподоби я  этих п арам етров  явл яю тся  частоты:

ni
Q i j k  =  2  ( 1 2 )

/= 1

где V i i j - V j ( z n ) , Vii—  (Viij) — Л^-вектор инвариантны х признаков (7) д ля

спектрограм м ы  г г-(& 4 ; .  О ценка Q i ( - ) получается  подстановкой {<5гДг} 
в (11).

П о ф орм уле  ум нож ен ия  плотностей
лгу

(« ) •=  Y \ 4 i j ( uj \ ui ’ ■■■. Щ - 0 .  (13)
;= 1

где при 2 9 ij(Mj|wi, . . . ,  Mj-i) —  у словн ая  плотность д л я  1]ц при
U u = U i ,  . . . ,  Ui}j - i = U j - u  a <7ii(«i|«o) =  q u ( u i )  —  безусловн ая  плотность 
д л я  Uu.  О бозначим:

и ~ =  l / N ,  u t =  1,

/  /~ 1 \  , / - 1 
и / =  (1 — 2  “ * ) / ( ^  — / + О , u f = m i n { u {- u  1— / > 2 - ( 14)

V fc=l / *=1
Согласно (5 )— (6), компоненты вектора t/ j  зависимы: 0 - <

поэтому при фиксированных значениях U ц  =  £/*,/_ i =
Ь=1
=  Uj—\ компонента U i j E ^ [ u f ,  u f ] .  В связи с этим оценку <?;;■(•) будем 
искать в семействе бета-распределений, сосредоточенных на [u f ,  u f ] :

и-ч  =  { u f — u]~) -Wi j+  u f ,  (15)

где Wij  имеет стан дартное  бета-распределени е  с плотностью

l i f t )  =  Г ( а |у+  р |у) . (Г (а ,у) +  Г(Ргу)) 1 1 • (1 0 < f  <  1, (16)

где а ц ,  — парам етры . Тогда из (15) имеем:

qij{Uj\ul t ..., ы/_х) =  { u f — u f ) - 1-fij{(uj  —  u f ) / ( u f — u f ) ) .  (17)
В ыбор модели (15) — (17) обоснован ещ е и успеш ны м исп ользова­

нием бета-распределений д л я  апп роксим аци и р асп ред елен и я  п орядко­
вых статистик [8].

О бозначим  U i i j = U j ( z u ) , и ц =  (ищ)  ■— iVi-вектор ин вариантны х при­
знаков  (5), (6) д л я  спектрограм м ы  z u ^ A  ( 1 = 1 ,  п и  i = l ,  L ) .  Определим

выборочные среднее ц,; и дисперсию  О ц  д ля  случайной величины Wij,  
которая, согласно (15), имеет представлени е  W i j =  (Uij  —  u f ) / ( u f — u f ) :

P i j = fli • ^^(Ui{j  UUj)/(Uiij Uiij), (16)
/=1

tlf
D i j— Tli • Uiij)/{lliij Uilj))~ M'ty*

/=1
Тогда справедли вы  оценки д л я  { а ц ,  |Tj} по методу моментов:

О;j — l^ij • (P iy  ( 1 1) ^

Pi; =  (1 P i ; ) -a i;7Pi;- (19)

47



О тметим, что вместо {онд (Зг?} могут быть использованы более точные 
оценки м аксим альн ого  правдоподобия.

П о д стан о вка  { а ц ,  (3ij} в (16), (17) и д ал ее  в (13) приводит к  оцен­

кам  (^ г ( - )} -  И спользуя  теперь {Qi(-)> <?г(-)} в (Ю ). получаем  адап ти в ­
ное р еш аю щ ее  правило:

d =  dx(x, А )  =  arg  max (In n г - f  In q i{ u) +  lnQ; (u)). (20)
iSD

Это п рави ло  о к а зы в ается  состоятельным и м ож ет быть исследовано ме­
тодом асимптотических р азл о ж ен и й  [9].

Таблица эф фективности адаптивного реш аю щ его правила

Ni
ЛЦ

3 4 5 6 7 8 9

1 0,110 0 ,0 7 3 0 ,063 0 ,050 0 ,053 0,070 0,063

2 0,133 0 ,087 0 ,060 0,053 0 ,057 0,073 0 ,073

3 0,110 0,070 0 ,043 0 ,043 0 ,050 0,060 0,070

4 0 ,093 0 ,0 6 3 0,053 0 ,050 0 ,057 0,063 0 ,070

5 0 ,103 0 ,073 0,067 0 ,070 0 ,070 0,087 0 ,083

Численный пример. И сследован и е  эф ф ективности  реш аю щ его прави­
л а  (20) проводилось на Э В М  в случае  шести равновероятны х классов 
(L  =  6, j t ; = 1 / 6 )  узкополосны х псевдослучайны х сигналов, описанных 
в [2]; разм ерность  п ространства  наблю ден и я  N = 60. По обучаю щ им вы ­
боркам  объем а « ; = 5 0  построено р еш аю щ ее  прави ло  (20). По незави ся­
щей от А  экзам енацион ной  вы борке  объемом 300 (по 50 реали зац и й  из 
каж дого  кл асса )  о ц ен и валась  вероятность р  ошибочного решения. В т а б ­
лице п редставлены  точечные оценки p = p ( N u N z) в зависимости от чис­
л а  ин вариантны х признаков .
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М. К. Б У З А

А Н А Л И З  ЭФФЕ К ТИ ВН ОСТИ  К О Д И Р О В А Н И Я  Д А Н Н Ы Х  
С ПОМОЩЬЮ ВЫ ЧЕ ТО В

Э фф ективность  об раб отки  инф орм аци и  на ЭВМ , базирую щ ейся  на 
м одулярной  ариф метике, и слож ность  основных ее ап п аратурн ы х  компо­
нент во многом оп ределяет  выбор модулей системы в коде вычетов. Из 
общ их соображ ений  м ож н о предполож ить , что оптимальной в плане
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