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Б. С. К А Л И Т И Н

У С Т О Й Ч И В О С Т Ь  Н Е И З О Л И Р О В А Н Н О Й  т о ч к и  ПОКОЯ

Пусть X  —  метрическое пространство, на котором зад ан ы  две  д и н а 
мические системы я (х ,  t) и а{х ,  t) [1, 2]. Р ассм отри м  ситуацию, когда 
п ер вая  из этих систем получена из второй методом «зам о р аж и ван и я»
[1], а именно: пусть М  — множ ество  точек покоя системы я  и а ^ М .  
П редп олож и м , что д л я  некоторой окрестности U точки а и числа 0 
имеют место следую щ ие условия:

1) м нож ество  И = а { М [ \ И ,  [— Г, 7"]) является  окрестностью точки а;
2) У х е П П М  о ( х , [ - Т , Т ] ) [ ] М = х - ,
3) отрезки  траекторий  о (х ,  [— Т, 0[), а (х .  ]0, Г]) совпадаю т соответ

ственно с полутраекториям и

я(ог(х, Т ) , Я ±),  я ( а ( х ,  — Т),  /?±)
системы я  д л я  всех хеП П -М , причем зн а к  « + » ,  или « — » берется посто
янным в каж до й  из областей

П + = а ( М П П ,  ]0, Г]), и П -= с х (М П Н , [ - Т ,  0[).

П оследнее в силу свойств точек покоя означает, в частности, что
lim я (с г (х ,  — Т ), t ) E = M ,  либо lim я  (а  (х, — Т) ,  t) €= М  сразу  д ля

t-++oo

всех н ачальн ы х  состояний сг(х, — Т) е П - .
А налогичное свойство справедливо  и д л я  состояний п (х , Г ) е П + .  
П оэтом у  естественным явл яется  следую щ ее определение. Будем  го

ворить, что нап равлени е  движ ени й  динамических систем я и о  совпадает  
в П+ (П _ ), если ст(х, ]0, Г ] ) — я(ст(х, Т) ,  R+) (соответственно ст(х, 
[ - Т ,  0 [ ) = я ( с г ( х ,  — Т) ,  R+ )) ,  и противополож но, если вместо R+ берет
ся R~.

Теперь при выполнении условий 1 )— 3) нетрудно д о к азать  следую 
щее утверж дение.

Ле мма 1. 1°) Если н ап равлени е  движ ени й  динамических систем я  и 
а  со вп ад ает  в П~ и противополож но в П+, то точка покоя а  динам иче
ской системы я  устойчива по Л япунову.

2°) Е сли  н ап равлени е  движ ени й  противополож но в П~ или совпадает  
в П+, то точка покоя а системы я  неустойчива.

Р ассм отри м  пример использования  лем м ы  1 при исследовании з а д а 
чи устойчивости неизолированной точки покоя. Пусть X  —  открытое 
подм нож ество  R n, f  : X ^ ~ R n —  неп реры вн ая, а ф : X -> R  — непрерывно
д и ф ф ер ен ц и р у ем ая  функция. П редп олож и м , что д иф ф еренц иальны е си
стемы

х= [ф (*)]29+1 fix), х е х ,  (1)
и

у — Ш ). У ^ х , (2 )
где р  и q — натуральны е числа (возможно, <7 = 0 ) о б лад аю т  свойством су
щ ествовани я  и единственности решений. К ром е того, пусть а ^ Х  точка,
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где ф(а) = 0 ,  и сущ ествует окрестность U точки a e l ,  д л я  которой поверх
ность

« р ( * ) = 0  (3)

дели т  U на  два  непустых связных множ ества

{ .v e t / |cp (x )  > 0 }  и { х е £ / |ф ( х )  < 0 } .

Отметим, что поверхность (3) з а д а е т  множ ество точек покоя систе
мы (1) и а —  н еи золи рованная  точка этого множ ества. З а д а ч а  об устой
чивости точки а в близкой постановке реш ал ась  в [3] д л я  случая  а н а л и 
тических функций /  И ф.

Теорема 1. Т очка покоя а системы (1) устойчива по Л япунову, если 
р  —  нечетное число и скалярное  произведение

/ » ^ - <  о, (4)
и неустойчива в каж до м  из следую щ их случаев:

(t) р > 0 ,  р  — четное число и / ( а ) Ф 0 ]
(ц) р  — нечетное число и

/ » ^ L > 0 .  (5)

С лучай  р авенства  нулю скалярного  произведения в левой части (4) 
будем именовать в д альн ейш ем  критическим. Н ачн ем  исследование кри 
тического случая  «первого п ри ближ ения»  при а = 0, а именно: пусть (1) 
имеет вид

р

х = ( с ' х ) 2(>+1 [ Ь ф  Ах] ,  x e i ? " ,  с ф  0, (6)

где Ь, с — постоянные n -мерные векторы, а А — ( п Х п )  — постоянная 
матрица.

Отметим, что (6) явл яется  частным случаем  системы, изученной в р а 
боте [3], где приведен алгоритм  исследования  устойчивости нулевого р е 
шения. П оскольку  проверка условий устойчивости в [3] использует, н а 
пример, такую  операцию , к а к  последовательны й просчет коэффициентов 
в р а зл о ж е н и и  определенного р я д а  Тейлора, причем необходимое коли
чество коэфф ициентов зар ан ее  не ограничено, то такой  критерий обычно 
н азы в аю т  неявным. Н и ж е  мы приводим явный критерий устойчивости 
д л я  системы (6 ),  опи раю щ ийся  на исходные п ар ам етр ы  системы.

Теорема 2. Д л я  того чтобы нулевое решение системы (6) при Ь Ф 0 
было устойчивым по Л япунову, необходимо и достаточно выполнения 
следую щ их условий:

а) р  — нечетное число;
б) сущ ествует четное число £ е { 0 ,  1, 2, . . . ,  ( n — 1)} такое, что 

c 'A jb =  0 д л я  всех / = 0 ,  1, . . . ,  ( k —  1) и c 'A hb < 0.
Д л я  исследован ия  сл у чая  Ь —  0 п редварительн о  сформулируем  сл е

дую щ ий результат:
Предложение.  П усть  с — ненулевой вектор R n и все различны е соб 

ственные значения  м атри цы  А  р азд елен ы  на две  группы vi, . . . ,  vs и
pi, . . .  , р,- так, что вы полняю тся  условия:

1) все серии векторов с собственными значениям и  vi, . . . ,  vs относи
тельно м атри цы  А  (см. [4, с. 96]) ортогон альны  вектору с;

2) V/  =  1, 2, . . .  , г хотя  бы один вектор из серии векторов с собствен
ными значениям и  р ;- относительно м атри цы  А  не ортогонален вектору с.

Тогда д л я  того, чтобы всякое реш ение линейной системы

у = А у ,  y<=Rn, (7)

за  конечное врем я п оп адало  на гиперплоскость

с ' х = 0, (8)
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необходимо и достаточно, чтобы

l m p j # 0  V /  =  1, 2  г. (9)

Следствие.  П ри  выполнении всех требований предлож ени я  всякое 
решение системы (7) поп адает  за  конечное врем я на гиперплоскость (8) 
к ак  при / > 0 ,  т а к  и при t < 0.

Лемма 2 . Если к аж д о е  решение системы (7) п ересекает  в конечное 
врем я при ^ > 0  ( / < 0 )  гиперплоскость (8), то Д Г ;> 0  такое, что всякое 
решение (7) пересечет поверхность (8) на интервале [0, Т] (соответст
венно на интервале  [—Т, 0]).

Р азо б ьем  все различны е собственные значения матрицы  А  на две 
группы vi, . . . , vs и pi, . . .  , р г так, чтобы выполнялись условия  1) и 2) 
предлож ения. Очевидно, это всегда м ож но сделать, причем м ож ет  слу
читься, что п ервая  группа чисел не содерж ит  ни одного элем ента  ( s = 0 ) .  
О бозначим через L v и L д подпространства  решений уравнени я  (2), отве
чаю щие соответственно группам  собственных чисел vj  и р,- [4]. И звестно, 
что при этом пространство  L  всех решений уравнени я  (2) р а зл а гае т с я  
в прямую  сумму подпространств L v и Ед.

Д ал ее ,  выделим в L vl подпространство  Ьц  устойчивых по Л япун ову  
решений уравнени я  (2) (возм ож но Lfl содерж ит лиш ь нулевое решение) 
и полож им  Ед =  Лд\ Д ь (м ож ет  случиться, что =  0 ) .

Т аким  образом , пространство L  разб и вается  на прямую  сумму и н ва
риантных подпространств L v, L n и П усть р ь . . . , щ ( 1 ^ / ^ г )  под
множ ество чисел из группы pi, . . . , р г, соответствующих подпростран
ству Ад.

Теорема 3. Н улевое решение уравнени я  (6) при Ь =  0 устойчиво по 
Л япун ову  в том и только том случае, когда вы полняется  одно из у с 
ловий:

а) р  — четное число и 1ш р3=/=0 V /— / + 1 , . . .  , г;
б) р  — нечетное число и lrnp ;^= 0  V j —  1, . . . ,  г.
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Н. В. Л А З А К О В И Ч

АСИМ ПТ ОТ ИЧЕ СК ИЕ  Р А З Л О Ж Е Н И Я  
В И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х  П Р Е Д Е Л Ь Н Ы Х  ТЕОРЕМАХ Д Л Я  СУММ 

Н Е З А В И С И М Ы Х  0-РЕШ ЕТЧ АТЫ Х С Л У Ч А Й Н Ы Х  ВЕКТОРОВ

В настоящ ей работе  исследую тся достаточные условия  и остаточный 
член в интегральной предельной теорем е д л я  сумм независим ы х 0-решет - 
чаты х случайных векторов (с. в.) ■ ■ ■, In  со значениям и из R h. П о л у 
ченные результаты  обобщ аю т теорем у 1 из [1] и теоремы 20.1, 20.6, сл ед 
ствия 20.2— 20.5 из [2].

Введем следую щ ие обозначения: У Д х ) ,  р Д х ) ,  Vj  — соответственно 
ф ункция распределения  (ф. р .) ,  плотность и к о в ари ац и он н ая  м атри ца
с. в. l j , j = \ , n \  a ] i  =  M t n ,  / = ! - « >  1 =  h  V n = - ^ { V 1 +  . . . + V n);F j (x ) ,  

j  =  1, rt — ф. p. с. в. B n\j,  где B n =  V n 1', © =  С. в. из R k с ф. p. F  (x) =
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