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У Д К  513.83

В. Л . ТИ М О Х О В И Ч  

о-МЕТРИ КИ С УС ЛО ВИ ЕМ  (с К )

В п редлагаем ой  зам етк е  рассм атри ваю тся  топологические простран ­
ства  с о-метрикой [1], удовлетворяю щ ей условию  (сК) (слабое условие 
К ош и [2]). В нутренню ю  и внешнюю х ар актеристики  пространств, до п у ­
скаю щ и х  сим м етрику  с (сК ),  д ал  Я. А. Кофнер [3]. Здесь  результаты  
Я. А. К о ф н ер а  обобщ аю тся  на случай произвольны х о-метризуемых про­
странств. Все ото бр аж ен и я  п редполагаю тся  непрерывными сюрьекция- 
ми, все пространства , если это не оговорено особо, Т\.

1. Д л я  топологического пространства  X,  Л с А ,  х<=Х обозначим: 
%х — топология на X,  тд-(х) ■— семейство всех окрестностей точки х, 
[Л]х  — за м ы к ан и е  А  в X.

Вещественно зн а ч н а я  ф ункция  d  (х, у)  на м нож естве  X  назы вается  
о-метрикой, если д л я  лю бы х х, у ^ Х  d ( x ,  у ) ^ 0 , d ( x ,  у ) — 0 ^ ~ х = у .  
о -М етрика  d  н а зы в ается  симметрикой, если д л я  лю бы х х, d ( x ,  у)  =
=  d( y ,  х ) .  Говорят, что последовательность { х п} п=i c X  сходится к точке
х<=Х по о-метрике d,  если d ( x ,  х п )->0 . П оследовательность  {хп} n==i на­
зы в аю т  ф ундам ен тальной , если д л я  любого е > 0  сущ ествует п  такое, что 
как овы  бы ни были k ^ n ,  т ^ п ,  d ( x h, х т) < .е .  Отметим, что сх о дящ аяся  
по d  последовательность м ож ет  не быть ф ундам ен тальн ой  [4].

О бозначим B d (x,  е) =  { y ^ X \ d ( x ,  у)  < е } ,  B d (A,  е) =  (J B d (x,  е) ,
х е А

diam d(A ) = s u p { d ( x ,  у)  [х, г /е Л } .  Говорят, что пространство  X  допускает  
о-м етрику d , или что d  согласуется  с топологией, если Н е т х  ^  д л я  л ю ­
бой точки а ' е У  можно у к а за т ь  е > 0  такое, что B d (х, е )с~U.  В этом с л у ­
ч а е  из сходимости по d  следует сходимость в топологическом смысле, о б ­
ратное, однако , не всегда верно [1]. Говорят, что согласован н ая  с тополо­
гией о-метрика d  удовлетворяет  условию (сК ) ,  если д л я  любого е > 0  
в лю бом незам кнутом  м нож естве  А  можно у к а за т ь  точки х, у, х=/=У, т а ­
кие, что diartid ( {х, у ) ) < е.

Пусть на X  ф и кси рована  н екоторая  согл асо ван н ая  с топологией 
о-м етри ка  d. О то бр аж ен и е  f  : X - ^ Y  назы ваю т  П -отображ ен ием , если, к а ­
ковы бы ни бы ли y ^ Y ,  Г е т г ( у ) ,  сущ ествует е > 0 , д л я  которого 
B d ( f - 4 y ) , E ) c = f - H U )  [5].

И, наконец, обозначим  < A > d= { x & X \ d ( x ,  А )  = 0 } .  Ясно, что при 
согласованности  о-метрики d  с топологией, < А  >-dCr[A]x.

2. Теорема 1. С о гл асо ван н ая  с топологией о -м етрика d  удовлетворя­
ет условию (сК) тогда и только тогда, когда из лю бой сходящ ейся по d  
п оследовательности  можно выделить ф ундам ен тальную  подпоследова­
тельность.

П р и н ц и п и ал ьн ая  идея д о ка за тел ь с тв а  содерж и тся  в упомянутой р а ­
боте Я. А. К оф нера  [3].

Пусть X  — регулярн ое  пространство, доп ускаю щ ее  о-метрику d  с у с ­
ловием  (сК ) .  П остроим метрическое пространство  S и факторное 
П -о то бр аж ен и е  f  : S-*-X. О бозначим  у п —  семейство всех множ еств
а п с= X , представимых в виде а п =  {x*}{= i (J {х}, diamrf ({хг]г=0 <  —  , 

{х,}<=1 с  B d (x, —— ), {х,.1,^ !  сходится по d к х, 5  =  (а =  {ап}Г=1 <=
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€= П Ynl П v - п Ф  0 ). Ясно, что для любой а Е 5  П а п  —  одноточечное
п =  1 п =  1

п =  1
множество. Таким образом, имеет место отображение / : S - > X :  а - > х  =  

=  П а п- Ha S  определим метрику р(а, (3) =  1/л (а ,  р), где л(а , Р) — пер-
П = \

вое л, для  которого а п Ф  р„ или оо в случае а  =  р. Имеем для любых 
а  e S ,  х Е Х :

1 )  Л р(а, =  ( { а х } X  ... X  К )  X  П Y i )  П * 5 ;
i >n

2 ) / (# ? (« ,  - J - ) )  =  « i f l  ••• П«„;

3) J - ) ) ^ < B d {x, - ± - ) > d<=: [Bd[x,

О п и раясь  на свойства  1 )— 3) и на теорему 1, нетрудно п оказать , что f  — 
ф акто р н о е  П -отображ ен ие . Т аки м  образом , в силу результатов  Я. А. Коф- 
нера [3] сп раведли ва

Т еорем а  2 . Р егу л яр н о е  пространство, д опускаю щ ее о-метрику с (сК ) ,  
д о п у скает  и сим м етрику  с (сК ).

В связи  со сказан н ы м  п ред ставляется  интересным вопрос: можно ли 
в теорем е 2 опустить требование  регулярности?
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