
Очевидно, что уравнение (1) удовлетворяет  первому и второму усло­
виям Ф укса. Рассм отри м  3-е условие:

F (co ',  со, z) =  со'т  — Р 2т (г, со) =  0 . (2 )

И з у равн ен и я  (2) получаем:

£>(со, z)  =  P 2m{z, со). (3)

И з общей теории известно [1], что нули дискриминанта D ( со, г) должны
г)Р г)Р

быть решениями уравнения (1). При P2m{z, со) =  0 — Н— сдЛ^-(° , =  0 ’
дР

т. е. при P 2m(z,  w) =  0 d z "  =  0- Отсюда мы получим, что Р 2т (г, со) =  
=  а 0(г)-Р(со). Тогда уравнение (1) имеет такой вид:

/  du>

\ V /a&j-dz
т г-----------

Пусть ах =  у  a0(z)dz,  тогда получим

Т а к  к а к  уравн ен и я  вида (4) у ж е  изучены [2], то мож но найти все формы 
у равнени я  вида  ( 1) с неподвиж ны м и критическими точкам и  и их инте­
грирования.
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ОБ ОД Н О Й  Н Е Н А Д Е ЖН О Й  
СИСТЕМЕ МАССОВОГО О Б С Л У ЖИ В А Н И Я  

С ИЗ МЕ Н Я Е МО Й  СКОРОСТЬЮ В Х ОДЯЩЕГО ПОТОКА

Рассм отри м  следую щ ую  м атем атическую  модель системы массового 
об служ и ван и я  (С М О ) с ож иданием . В систему поступаю т требования, 
дли н а  которых имеет распределен ие  В  (т) с п реобразованием  Л а п л а с а —

Стилтьеса (3(s) и конечными мом ентами b j =   ̂ т -Д В (т ) ,  / =  1, 2. В течение
о

времени, имею щего экспоненциальное  распределен ие  с п арам етром  срь 
система функционирует  нормально: в систему поступает  простейший по­
ток требований интенсивности Xi, происходит о б сл у ж и ван и е  требований 
с постоянной скоростью  6 i единиц длины  в единицу времени. П о истече­
нии времени нормального ф ункционирования  системы происходит по­
л ом ка  прибора. Время, з атр ач и в аем о е  на его ремонт, имеет распределе­
ние D ( т) с преобразован и ем  Л а п л а с а  — С тилтьеса  d ( s )  и конечными мо­

ментами d j —  т ) ,  / =  1, 2. Во врем я ремонта в систему поступает
о

простейший поток требовани й  интенсивности Хг, об сл у ж и ван и е  требова­
ний не производится . П осле  окончания  ремонта снова начинается  нор­
м альное  функционирование СМ О, причем требование, находивш ееся на 
приборе в момент поломки, дообслуж и вается . Т ребуется  найти произво­
дящ у ю  функцию стационарного  распределен ия  вероятностей числа тре­
бований в данной системе. Эта за д а ч а  реш ена в [1], когда распределения  
Д (т) и D ( т) экспоненциальны е, в [2], когда эти расп ределен и я  эрлангов- 
ские. Реш им  эту за д ач у  в случае  произвольны х распределен ий  В ( т) ,  
D (  т ) .

Г - P H -

65



Р ассм отри м  процесс l t = { i t ,  vt,  т<0(}, где it — число требований в си­
стеме в момент t ; v « = l ,  если в момент t система р аботает  нормально, 
и v t = 2 , если в момент t прибор ремонтируется; т ( — остаточная  длина 
требовани я, находящ егося  на приборе в момент t\ 0г — остаточное время 
ремонта, если v t =  2. О бозначим: п \ Х) (t, x) =  P { i t = i ,  v * = l ,  xt < . x ] ,  
я р>(г, x,  у )  =  P \ i t =  г, v< =  2, тг< х ,  0 ^ < г / ) ,  t >  0, х, г / > 0 .

Утвержение. Если вы полняется  условие

A b , <  1, ( 1)

где Л =  ( М + ф А ^ / б ь  то существует стац ионарное распределение веро­
ятностей состояний СМО:

я ( !)(г, х) =  l im 'n j I)(i, х),  зх2((, х, у)  — lim я{2)(ц х, у),  t > - 0 , х, г/]>0 .
t->- ос *-3О

Введем  п рои зводящ ие функции:

# 1 (2 , х ) = л Л > ( 0 ,  0 ) +  л')г‘.
£=1

/?2(г, х, г/) =  я ( 2)(0, 0 , у )  +  j ? я(2)( г'> М У ) г ^ 0 < г < 1 .
£=1

П оскольку  нас интересует п р ои зводящ ая  ф ункция  стационарного  распре­
делен ия  вероятностей процесса it , д л я  реш ения зад ач и  достаточно найти 
вид + о о ) ,  R 2(z  ,+оо , + оо ) .

Теорем а. П р о и зво д ящ и е  функции Ri ( z ,  + о о ) ,  R 2(z,  + со ,  -f-oo) опре­
дел я ю тся  следую щ им  образом:

^ ( 2 , 4 - 0 0 )  =  ^ ( 0 , 0 ) . (2 )
p (s (z ) )— г

Щ г ,  +  со, +  оо) =  ф1. 1 З Д г ,  +  оо), (3)

R t (0, 0) = я (1>(0, 0) =  ( 1- Л 6 1) / ( 1+ ф 1̂ 1) > (4)

где s (г) =  (М (1 —2) +cpi (1 — d. ( t a (1 — z ) ) ) )  /<5Ь
Д о к а за т е л ь ст в о  теорем ы  проводится  путем составления  уравнений 

Ч епм ена  — К олм огорова  д л я  стационарны х вероятностей марковского 
процесса It,  получения системы уравнений д л я  их производящ их функ­
ций, д л я  преобразован и й  Л а п л а с а  этих п рои зводящ их функций, решения 
этой системы и обратного  перехода к прои зводящ им  функциям.

И сп о л ьзу я  ф орм улы  (2) — (4), мож но находить различны е х а р а к т е ­
ристики рассм атри ваем ой  СМО. Н апри м ер , в ы р а ж е н и я  д л я  вероятности 
Р о того, что система пуста и д л я  среднего числа L  требований в системе 
следую щие:

Р 0=  яП>(0, 0) +  я (2)(0, 0, +  со) =  1̂ +  1  ̂ l ~ Abl1 +  фДх

# l ( l ,  + ° о )  +  # 2( 1, -Г ° ° .  + ° о )  =

Л2&2 +  'ф 1^2^2 , ф
= А Ь г- 2(1 — АЬ{) 1 2 ( 1 +  Ф А )

Отметим некоторые частны е случаи  р ассм атр и ваем о й  СМО.
А. Случай, когда В ( т ) ,  D { т) — экспоненц иальны е или эрланговские 

распределения . Р е зу л ь т а ты  данной работы  согласую тся  с [1, 2].
Б. С лучай  d r -Ю или — поведение числа требований в рассм а ­

триваем ой  СМ О  совп ад ает  с поведением числа требований в н а д е ж ­
ной СМ О  M \ G  \ 1 с интенсивностью входящ его  потока М и распределен и­
ем времени о б сл у ж и ван и я  5 ( S r r ) .
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В. С лучай  осцилляции м еж ду  исправным и неисправным состоянием 
при бора  (ф !-> + оо ,  d i-^ 0 , ( f i d i = c )  — поведение числа требований в р а с ­
с м атри ваем ой  СМ О со впадает  с поведением числа требований в н а д е ж ­
ной С М О  M \ G \ \  с интенсивностью входящ его  потока А =  ( M + c t a ) / 6i и 
распределен ием  времени о б сл у ж и ван и я  В  ( г) .

Г. С лучай  редких поломок прибора и долгих ремонтов (фг-М), 
di->—f o o ,  ф 1d 1 =  c) •—’Поведение числа требований в рассм атриваем ой  
СМ О  описывается  той ж е  надеж ной  СМ О, что и в случае  В.
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АС ИМПТОТИЧЕСК ИЕ Р А З Л О Ж Е Н И Я  
В И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х  П Р Е Д Е Л Ь Н Ы Х  ТЕОРЕМАХ Д Л Я  СУММ 

Н Е З А В И С И М Ы Х  /г-РЕШЕТЧАТЫХ С Л У Ч А Й Н ЫХ  ВЕКТОРОВ

П усть  ь =  ( 6л, | j 2, . . . ,  Ijfe), j =  1, п  —  независим ы е ^-реш етчатые 
случайн ы е векторы (с. в .) ,  приним аю щ и е значения  из общей решетки

{ ( т и т 2, m h) : п ц = 0 , ± 1 , ± 2 ,  i = \ ,  k} ,  • (1)

с ф ункциям и распределения  (ф. р.) У,-(х).
Б ез  существенного ограничения общности предполагаем , что м а те м а ­

тические ож и дан и я  компонент случайного вектора  j —  1, п  равны  0 . 
Введем  следую щ ие обозначения:

П

o j i= M l f i ,  j  =  \ , n ,  l =  \ , k ;  Bni в п =  ( B nl, ■■■, B nk)\
i=i

Fj{x)  —  ф. p. с. в. ■ ;
Dn

0 — с. в. с ф. р.

F ( x ) =  4 "  ( f i ( x ) +  В Д +  ... +  F n (x))\

V п ■— к о в ари ац и он н ая  м атри ц а  с. в. 0 , предполагаем , что она поло­
ж и тельно  определенная;

U —  кл асс  всех борелевских множ еств  в R h\

F n{x) — ф. р. суммы S n =  ( l i  +  1-2 +  -  +  1пУ< ]ип
P n ( A ) = P ( S neEA)-,
А п — ковари ацион ная  м атри ца  с. в Z n =  £ i + ? 2+  • ■ •

S П

f>sj = M(1ijAnlb ) 2 - ^n = 2 p SJ-;
/= i

P j ( 0 ,  — Ф) (x ) — стан дартн ы е  многочлены аппроксимации, см., н а ­
пример, [4];

Хп —  наименьш ее собственное значение

2  =  ( V , , . . .  V i+,1............. V „ ) ) P ( g , = ( v , ............ I I ................. V *))

o l“ ( v , ) =  2  — --------------------------- =-------------------------------------------------- ;

V  £ =  oo
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