
в сторону более высоких температур . С ростом степени д еф орм ац и и  уве­
л и ч и вается  перекры тие этапов  отж ига.

Д л я  вы яснения  природы процессов, п ротекаю щ и х на первом и втором 
этап ах ,  опр ед ел ял ась  энергия активац ии  методом угловы х коэф ф ициен­
тов по кривым изотермического отж ига. Н а  первом этап е  о тж и га  эн ер ­
гия активац ии  р а в н а  0 ,5 + 0 ,1  эВ. Это значение близко  к значениям  эн ер ­
гий активац ий  миграции (0,35 эВ ) и о б р азо в ан и я  (0,47 эВ ) вакансий в 
висмуте [3, 4]. М ож н о  предполож ить , что на дан ном  эт а п е  происходит 
о тж и г  деф ектов  типа вакан си онны х скоплений.

Н а  втором этап е  о тж и га  эн ерги я  активац ии  при ним ает  значение 
0 ,8 5 + 0 ,1 5  эВ, что примерно равно сумме энергий активац ий  о б р аз о в а ­
ния и миграции вакансий. Э нергия активац ии  переп олзан и я  дислокаций 
в деф орм ирован ном  м е та л л е  равн а  сумме энергий активац ий  о б р аз о в а ­
ния и м играции вакан си й  [5], поэтому второй этап  восстановления  у д ель­
ного электросопротивления, н аб лю д аем ы й  при изохронном отжиге, целе­
сообразн о  связать  с полигонизационны ми процессами, протекаю щ ими 
при н агреве  деф орм ирован ны х  сплавов.

З н ач и те л ь н а я  часть  изменения удельного электросопротивления  при 
отж и ге  деф орм ирован ны х  сплавов  висмут —  сурьм а н аблю дается  на 
третьем  этапе. Р ен тгеноструктурны е и сследован ия  пок азали ,  что отж иг 
при / >  190 °С вы зы вает  изменение полю сных плотностей диф ракционы х 
линий. Т а к  к а к  значение  полю сных плотностей д и ф ракци онны х линий 
определяется  ориентировкой кри сталлитов , то третий этап  изохронного 
о тж и га  необходимо св я зать  с рекри сталли зац и он н ы м и  процессами, про­
исходящ ими в деф орм и рован н ом  м атер и ал е  при нагреве.
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У Д К  517.977
О. Н. Б У Д Ь К О

О Д Н О  ДОСТ АТ ОЧНОЕ  У С Л ОВ ИЕ  
С ИЛЬ НОЙ П О Л О Ж И Т Е Л Ь Н О С Т И  ВТОРОЙ В АР ИАЦИИ  

Д Л Я  Н Е П Р Е Р Ы В Н О Й  СИСТЕМЫ  
С З А П А З Д Ы В А Н И Е М  ПО У П Р А В Л Е Н И Ю

П усть на тр аек то р и ях  у п р авл яем о й  системы

- ^ - x ( t )  =  f ( x ( t ) ,  u( t ) ,  u( t  — h),  t),  t ( = T = [ t 0, Ц];

x ( t 0) = x 0; « ( • )  =  {<pi(r), t e [ / 0- h,  70)}; ( 1)
u( t )<=U,  t f=T,  (2)

требуется  м ин им изи ровать  ф ункц ионал

/ ( и ) = < р ( * ( Ц ) ) ,  (3)
где u ^ R m —  у п р авл ен и е  из класса  д и ф ф еренц ируем ы х функций
с ограниченной производной; U a  R m — откры тое  множ ество; функцио­
н ал  ф и ф ункция f ( x ,  и, u ( t — h) ,  t) о б л а д а ю т  достаточн ы м и аналитиче­
скими свойствами д л я  д альн ей ш и х  исследований; h  — постоянное з а п а з ­
ды ван ие , h >  0 .

П усть  u°( t ) ,  t ^ T , —  у п равлени е, удовлетворяю щ ее  принципу м акси ­
мума. В доль таки х  у п равлен и й  будем исследовать  вторую  вариацию  
ф ункц и он ала  (3 ) .  И звестно [1], что си льн ая  полож ительн ость  второй в а ­

60



риац ии  явл яется  достаточным условием слабого локального  минимума 
ф ункц ионала . Д л я  зад ач и  ( 1 ) —-(3) вторая  вар и ац и я  имеет вид

  tl__ _
бЧ(и°)  =  x r (^1)Q1(^1)x(^1) + j [ x r ( 0 Q ( 0 4 0  +  u T( t ) R ( t ) u ( t ) + 2 l c T(t) X

0̂

X D i ( 0 « ( < )  +  2x T( t ) D 2( t )u( t  —  ft) +  2 u r( t ) R 2 (t )u( t  —  h)]dt \  (4)

^ l c ( t )  =  A(tj~x(t) +  B(t ) l i ( t )  +  C( t )u( t  —  h),  t(EzT' ,  (5)

x ( t 0) =  0 ; й( х )  = 0 , т е [ / о - / ! ,  t0),  (6 )
где x ( t ) = 8 x ( t ) — в ари ац и я  траектории; U ( t ) = 8 u ( t ) — вар и ац и я  у п р а в ­
ления  из к л асса  диф ф еренц ируем ы х функций с ограниченной производ­
ной. В дальн ей ш ем  будем считать, что Д ( / ) > 0 ;  R i ( t ) = 0 ‘, t ^ T .  

Р ассм отри м  тож дество
и , оГ d {—т.
\ - а г { хТ^ )  M ( t ) x ( t )  +  x T(t) [ M ( t ,  s ) u( t  - f  s)ds +
t„ —ft

0 __ _  0  0 _

( i u T( t - \ - s ) M T (,t , s) ds^x ( t )  +  | J u T(t +  s )M( t ,  s, r) u(t  +  r)dsdr \  dt  —
— h — h —h

—  _  _  0

—  x T(ti) M { t x) x ( t i ) — x T(4 )  \ M ( t x, s) u( t x +  s)ds  —
—ft

о _  _  о о _
■ ( \ u T(ti  +  s) M T(tx, s )d s j  x ( t i )— | | u T (tx- \ -s)M(tx, s, r)u( t i  +  r)dsdr  +

— h —h —h

+ x T(t0) M( t 0) x ( t 0) +  x T(t0) f M ( t 0, s ) u ( t 0 +  s)ds  +
— h

0 _

+  ( f u T(t0 +  s ) M T (tu, s ) d s )j x ( t 0) +
- h  

0 0
+  f j  u T(to +  s) M  (/0, s, r ) u ( t 0 +  r)dsdr  =  0 (7)

— ft — ft

д л я  лю бых x(to)' ,  й ( х ) ,  т е [ ( 0- А ,  ^o). Н а  траек тори ях  системы (5) р а с ­
смотрим ф ункц ионал  8 4 (и0) , полученный добавлением  тож дества  (7) 
к  ф ункц ионалу  (4) с учетом начальны х  условий (6 ).

П оступая  аналогично [2], получаем  следую щ ую  систему матричных 
д и ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений Р и к кати  (С М Д У Р ) :

~ 4 ~ К (  0  =  -  A T( t ) K( t )  —  K( t ) A ( t )  —  Q(t) +  F ( t ) R ~ ' ( t ) F 4 t ) ;

K ( h ) = Q 1(t1) - M ( t 1)', (8 )

5 K( t ,  8) =  4 г Ш  s ) - ( A T ( t ) - F ( t ) R - l ( t ) B T( i ) ] K( t ,  S)  +d t  '  ds

+  F ( t ) R ~ ' ( t j K T(t, s, 0) +  y 2(t, s);

K( t ,  — h) =  К  (t) C( t )  +  D 2(t); K( t i ,  s) =  -  M ( t x, s); (9)

K( t ,  s, r ) +  IK r(t, s ) B( t )  +9 R( t ,  s, r )>
d t ds  d r

+  K(t ,  s, 0) +  M T(t, s ) B ( t ) +  M  (t, s, 0 ) ] R - l (t) [B T( t )K (t, Г) +

+  K( t ,  0, r ) + B T( t ) M( t ,  r ) + M ( t ,  0, r ) ]  +  2s(<, s, r);

K( t ,  — h, r) =  C T(t )K( t ,  r) +  2 s i ( ^  r)\ R ( t i , s, r) =  — M ( t x, s, r),
(1 0 )
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д ля  всех / е Т ,  s, г е [  - h, 0 ], где 

F( t )  = K ( t )  B ( t ) + K ( t ,  0) + D X(0 ;  D i ( 0  =  ZMO +  M{ t ) B( t )  +  Л1 (/, 0);

Q(0 =  Q(0 +  ЛДО +  М(0Л(0 +  —£ r  м  (ty,
D 2{t) =  D 2( 0  +  M( t ) C( i )  -  M( t ,  -  /г);

<? d
I a ( t .  s) = M ( t ,  s) — A T(t) M( t ,  s)

d s  d t

F ( t ) R ~ i ( t ) [ BT(t) M{t ,  s) +  M T{t, s, 0)];

2 s(*. s> r) =
д  1

1 d r d t
M(t ,  s, r) +  [M{t ,  s) B{t )  +  M{t ,  s, 0)] X

d s

X R ~ ' ( t )  [ BT( t )M( t ,  r ) + M ( t ,  0, r)]; T 31(t, r ) = C r ( t )M( t ,  r ) - M { t , - h , r ) .

П р едп олож и м , что С М Д У Р  (8 ) — (10) имеет решение. Тогда, исполь­
зуя  (5) — (7), (8 ) — (Ю ), ф ункционал  (4) можно преобразовать  к виду:

бЧ(и°)  =  f | u ( 0  +  R - ' ( t ) F ( t ) x ( t ) + R - ' ( t )  j  [ B T( t ) K (t, s)
- h

0
+  K T ( t9 s, 0)]u{ t  +  s)ds  +  R - ' { t )  J [ B T (t) M( t ,  s) +  M T( t , s , 0 ) ]X

—h
0

X~u{t +  s)ds}TR( t )  { h ( t ) + R - l { t ) F ( t j x ( t ) + R ~ l {t) \ [ B T( t )K{t ,  s) +
— h

0
+  K T{t, s, 0 ) ] u ( t + s ) d s  +  R ~ ' ( t )  \ [ B T( t ) M{ t ,  s) +

— h

- f  M r (t, s, 0 )] u.(t +  s)£ls| dt.  ( 11)

П о х о ж и е  п реоб разован и я  п роделаны  в [2, 3]. О тсю да б2/ ( « ° ) > 0  д л я  л ю ­
бых г7(/)т^0, / е Г ,  т. е. в то р ая  в а р и а ц и я  определенно полож ительная. 
В доль  траекторий  системы (5) рассм отри м  ф ункционал

    _
1{и,  е) =  б2/ ( ы ° ) +  u T(t) R{t )  u(t )  dt. (12)

io
Ф ункционал (12) определенно положителен, если имеет решение С М Д У Р 
(8 )— (10) при R( t ,  е) — J _ e R  (t )■ С ледуя [4], можно показать, что

С М Д У Р  е действительно имеет решение. Тогда 1{и,  е) 0 для любых 
u(t ) ,  t ( = T .  Преобразовав (12), получим б2/ ( и °)> & 2 ||м( • ) | | | 2 для  любых и (/), 
t € E T .  Таким образом, справедлива

Теорем а. Д л я  того чтобы вторая  в а р и а ц и я  б2/ ( и 0) (4) бы ла сильно 
полож ительной, достаточно, чтобы д л я  лю бы х t e T ,  s, г е [ —/г, 0] сущ ест­
вовало  решение С М Д У Р  (8 ) — (10).
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