
Теорема 8 . Пусть E q =  R 1 и Q * , Q*n —  параллелепипеды из R s. М уль­
тинапряжения с x . - e Q i  существуют тогда и только тогда, когда
для всех элементарных циклов р. имеет место

ОS<e;, 2, Qi —  2  Q * > ,  j =  1, s.
Д л я  вы пуклых многогранников Zi Cz R1, i =  1, . . . ,  n  доказано , что усло­

вие O s  2  ^  для всех элементарных коциклов со является не-
ie<i) ieco

обходимым и достаточным для  существования мультипотока х£=Х0, ^ g Z;. 
Этот результат можно усилить.

Теорема 9. Пусть E 0= R l, С i ,  . . . ,  Сп —  вы пуклые, ком пактны е мно­
ж ества  из R 1. М ультипоток x ^ i X 0 с существует тогда и только тог­
да, когда д л я  всех элем ентарны х коциклов со и д л я  всех a ^ R ,  аоФО име­
ет место

ое<а0, 2  Сг — 2  С£>.
i£Eco

H a  основе исследований, проведенных в этой статье, мож но сф орм у­
лировать  динамические оптимизационные зад ач и  об обобщ енных пото­
ках и н ап р яж ен и ях  [6 , 7]. В а ж н а я  п роблем а состоит в том, чтобы д ля  
специальных зад ач  такого  рода  найти критерий оптимальности и ал го ­
ритмы решения.
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У Д К  62-50
Л . E . З А Б Е Л Л О

ОБ У П Р А В Л Е Н И И  ПОК АЗА ТЕЛ ЕМ Л Я П У Н О В А  
В Л И Н Е Й Н Ы Х  Н Е П Р Е Р Ы В Н Ы Х  Н Е С Т А Ц И О Н А Р Н Ы Х  СИСТЕМАХ

Р а с с м а тр и в ае тс я  з а д а ч а  управляем ости  старш им  верхним п о к а за те ­
лем Л яп ун ова .  У стан авли вается  связь  м еж ду  решением указан н ой  з а д а ­
чи и зад ач ей  полной у правляем ости  в дискретной и непрерывной систе­
мах. В качестве  уп равлен и я  использую тся дискретны е регуляторы.

1. П усть  поведение объекта  описывается  системой уравнений

x { t + \ ) = A { t ) x { t ) + B { t ) u { t ) ,  х ( 0 ) = х 0, / = 0 ,  1 , . . . ,  (1)

где A ( t ) ,  В  ( t ) — соответственно ( п Х п ) ,  (п Х г ) -м а т р и ц ы ,  u( t )  — 
r -вектор у п равлен и я  из м нож ества

{ P ' ( i ) x ( t ) } ,  (2)

где P ( t ) — ( п Х г ) -м атрица. О бозначим  х М  = l i m ( | | j c ( f )  Ц) V* — верхний  /-*+20
п о казател ь  Л яп ун ова;  А ° = т а х  | х (х )  | -— старш ий верхний показатель

д:
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Л яп у н о ва .  С ледуя  [1], можно заклю чить, что при ^ ° е [0 ,1 )  все решения си­
стемы  ( 1) равном ерно  асимптотически устойчивы в целом.

В р я д е  з а д а ч  теории автоматического  регули рован и я  зачастую  т р е ­
б уется  неасимптотически устойчивую систему ( 1) при и ( / ) = 0  стаб и ли ­
зи р о вать  с помощ ью  вы бора  уп равлен и я  из м н о ж ества  (2 ) и, более того, 
пр и дать  ей определенную  или в некоторых п ределах  степень устойчиво­
сти. Э та  техническая  з а д а ч а  м ож ет быть р еал и зо в ан а  с помощью реш е­
ния следую щ ей  м атем атической  задачи .

Зад ач а  1. П усть а  —- произвольное нап еред  зад ан н о е  число из (0, 1). 
Н ай ти  условия, при которых сущ ествует уп равл ен и е  из (2) такое, что 
старш ий верхний п о к азател ь  Л яп ун ова  Я,0 реш ений системы (1) уд о вле ­
тв о р яет  условию  Я,°е[0 , а ) .

З а д а ч у  1 назовем  зад ач ей  у п равлен и я  старш им  верхним п оказателем  
Л я п у н о в а .  У к аж ем  зависимость  м еж д у  реш ением зад ач и  1 и полной 
у п р авляем остью  системы ( 1).

Теорема 1. З а д а ч а  1 имеет решение, если система (1) полностью 
у п р а в л я е м а  при к а ж д о м  t ^ O  на [/, Т С  +  оо. П риведенны е выше
р ассу ж д ен и я  о бобщ аю тся  и на непрерывный случай.

2. И сп ользован и е  цифровых м аш ин приводит к дискретному регули­
ровани ю  с помощ ью  кусочно-постоянного управлени я, являю щ егося  
функцией ф азовы х  координ ат  объекта , вы чи сляем ы х в некоторые д и с­
кретны е моменты времени. Т а к а я  за д а ч а  р а с с м ат р и в а л а с ь  в [2] д л я  с та ­
ционарны х систем, где приведены достаточны е услови я  стабилизируемо- 
сти. Т ам  ж е  указы вается ,  что д л я  нестацион арны х систем эта  проблема 
о стается  открытой.

П усть  поведение объекта  описывается  системой
x ( t ) = A l ( t ) x ( t ) - \ - B i ( t ) u ( t ) ,  х ( 0 )  = х 0, t ^zO,  (3)

где u ( t )  =  С ' ( k h ) x ( k h ) , t ^ [ k h ,  ( k - \ - \ ) h ) ,  h >  0 — некоторая  постоянная, 
& =  0, 1, . . . ,  С — п рои звольн ая  ( п Х г ) -м атрица , м еняю щ аяся, вообще 
говоря, через ин тервал  /г, Ay( t ) ,  B i ( t )  — соответственно (п Х п ), (п Х г )-  
м атри ц ы  с ан алитическим и  элем ентам и, \\Ау (t) || ^ a i ,  l|Bi (/) || sglbi,
& i<  +  °° '

И н тегри руя  последовательно систему (3) на пром еж утк ах  [kh, 
( £ - j - l ) / i ) ,  k  =  0, 1 , 2 , . . . ,  получим интегральную  кривую. К а к  будет п о к а ­
зано  ниж е, значения  интегральной кривой в моменты k h  образую т д и с­
кретную линейную систему, которую назовем  дискретны м аналогом  си­
стемы (3). Естественным образом  возникает  необходимость исследова­
ния следую щ их задач .

Зад ач а  2. Н ай ти  условия, при которых дискретны й аналог  системы 3 
выбором с ( kh) ,  h  м ож ет  быть сделан  равном ерно  асимптотически устой­
чивым по Л я п ун ову  с лю бы м  н ап еред  зад ан н ы м  К0, Х ° е [ 0 ,  1).

Зад ач а 3 [3]. П ри  как и х  условиях сущ ествует  дискретный регулятор 
такой, что старш ий верхний п о к азател ь  Л я п у н о в а  1° [4] решений систе­
мы (3) удовлетворяет  условию  Х ° ^ а ь ,  где а & > 0 — произвольное, нап е­
ред  зад ан н о е  число. С п раведли вы  следую щ и е условия  разреш имости 
зад ач  2 , 3.

Теорема 2. Н еобходим ы м  и достаточным условием  разреш им ости  з а ­
дачи  2 явл яется  выполнение условия  полной управляем ости  систе­
мы (3) [5]:

rank  \ X k(t),  k =  \ ,  п] =  п  (4)
хотя бы при одном t, t ^sO,  где X h (t) о п ред еляется  из соотношения 
X k+l( t ) = A i ( t ) X h ( t ) - d / d t X k ( t ) , k ^ \ ,  X l ( t ) = B l (t ) .

Теорема 3. З а д а ч а  3 имеет реш ение тогда и только  тогда, когда вы ­
полнено условие (4).

3. П риведем  д о казател ьств о  основных результатов . Н а р я д у  с систе­
мой ( 1) рассм отри м  систему

y { t + \ ) = X A ( t ) y ( t ) + X B ( i ) u ( t ) ,  у ( 0 ) = х 0, 0, (5)
и (t) — P ' ( t ) y  ( t ) , l ^ R t ,  %ф0 .
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П р ям о й  подстановкой нетрудно установить связь м еж ду  реш ениям и x ( t )  
и y ( t ) :

y ( t ) = V x ( t ) .  (6 )

Очевидно, что если система (1) полностью у п р ав л яем а  на [t, t- \-T ], t ^ O ,  
то полностью у п р ав л яем а  на этом отрезке система (5) и наоборот. В силу 
произвольности X и соотношения (6 ) з а д а ч а  1 будет р азреш и м а, если си­
стема (5) стаб или зируем а управлени ем  вида (2) (с зам еной  x ( t )  на 
y ( t ) ) .  Д ал ь н ей ш ее  д о казател ьство  теоремы  проходит по схеме [6].

Д л я  д о казател ьств а  теоремы  2 выведем ряд  вспомогательных соотно­
шений д л я  системы (3). О бозначим  через Л  (О — матрицу, удовлетво­
ряю щ ую  уравнению  d / d t Fi ( t )  = Л 1( / ) Л  ( О , Л ( 0 ) = Д г. Тогда можно по­
лучить, что

Д + 1
x ( ( k +  \ )h)  =  x ( t k+\ )  — Л ( Л н )  F T l (th)x{ t k) +  j‘ Л ^ Н - Д Л Г 1^ )  X

1k
X  Bi { x ) dxC' ( t k)x( tk) =  A ( t k)x( tk) +  B{tk)C' { t k)x( t k). (7)

Ч ерез  F ( T ,  th) обозначим ф ун дам ен тальн ую  м атрицу решений систе­
мы (7), удовлетворяю щ ую  уравнению

F ( T ,  th-i) — F ( T ,  th) A ( t k),  th^ T - h ,  F ( T , T —h)  = E n.
Д остаточн ы м  условием полной управляем ости  на [О, Т] системы (7) я в ­
л яется  выполнение условия

g ' F ( T , h ) B ( t k) ^ 0 , t h= 0 , h , 2 h , . . . , T - h ,  ( 8 )
д л я  любого g,  ||g'|i^=0. Н етрудно п о казать , что условие (8 ) эквивалентно
требовани ю

( k + \ ) h

g ’Fi ( T)  j  F T ' ^ B ^ d x  ф О ,  k  =  0, 1 T / h  — 1, (9)
kh

д л я  лю бого g,  I lgll^O.
Д а л е е  нам понадобится

Лемма 1. Условие (9) вы полняется  при любом Т и некотором h тогда 
и только  тогда, когда

g ' F T 1(T:)B1( x ) ^ 0 ,  т е  [О, Г ] ,  ( 10)
Д Л Я  лю бого g,  I lgll^O.

Н е о б х о д и м о с т ь  очевидна.
Достаточность.  Д л я  удобства  д о казател ьство  проведем только д ля  

случая  B i ( t ) = b ( t ) — вектор-столбец. В общем случае д о казател ьство  
проводится  аналогично.

Обозначим у(тг) =  / 7Д1(х)6 (х), {уДт), г ' = 1 ,  п} =  у '( т ) .  Тогда условие 
( 10) аналогично существованию точек т ., /  =  1 ,п> для  которых

rank (у ( н ) ,  /  =  Д н )  =  ri, Tj<= [0, Т].  (11)

В силу (11) и непрерывности элем ентов  у Д т ) ,  t=l, п,  существует  & > 0  
такое, что к а к  бы ни менялось значение у Д т )  в /i/2 -окрестности то­
чек т j, всегда будет вы полняться

| Y i ( Ti +  S u ) . . .  Y i ( Tn +  ^ i n ) ]
rank I .....................................................I =  n  ( 12)

[ y „ ( H +  бя1) ... Y n K + 6nn)j

д л я  лю бы х 6ij, | 6 i j | ^ / r / 2 .  H e  н а р у ш а я  общности, м ож ем  считать T / h —- 
целое, t i > 0 .  Но тогда д л я  вы бранного  /г-разбиения и при некотором 
н аборе k j , /== 1, п,  по теореме о среднем справедли вы  равенства  

(*/+i )ft
j  Y/(f)dT =  у kj  e  {0, 1, . . . ,  T / h  —  1}.
kjh
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В силу невы рож денности  Fi ( T )  и выполнения (12) автоматически  следу­
ет вы полнение условия  (9 ) .  Л е м м а  д о к азан а .

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы  2 проведем д л я  случая, когда  все ре­
ш ения системы (3) при u { t ) =  0 неустойчивы. В общем случае  д о к а з а ­
тельство м ало  отли чается  от приведенного ниже. Выполнение условия 
(4) обеспечивает  выполнение условия  (10),  а следовательно, и усло­
вия (8 ).

Т аки м  образом , при выполнении (4) система (7) полностью у п р а в ­
л я е м а  на [t, / +  Т], T = c o n s t ,  и д о казател ьство  достаточности ср азу  сле­
дует  из теорем ы  1.

Необходимость.  П редп олож и м , что условие (4) не вы полняется, а з а ­
д ач а  имеет решение. Н евы полнение (4) о зн ач ает  сущ ествование вектора 
g ° ( t ) ,  [|gn(0l| =  1, для  которого выполняется g ° ' ( t )  F x{t) F T 1 (т) В 1 (т) = 0 ,  
т е [ 0 ,  t ) .  Умножим (7) слева на g ° ' ( t k +  0 -  Получим g 0' ( 4 + i ) x ( t k + \ )  =  
=  g ° ' { t k+ i ) F 1 { t k ^ i)  F T  ( t k) x { t k) =  g ° ’ ( t k+ i )  F ^ t k + i )  x 0. Оценим последнее 
соотношение по норме. Имеем | | g ° ' ( ^ + i ) x ( ^ + i)| | =  | |g0'(/fc+i)/:1( 4 + i ) x 0| K  
< | | х ( 4 - м ) | | .  В силу невырожденности F T H + i )  при некотором х0, ||хп| |= 1 ,  
справедливо lirn ||g°'(**-f-i) ^ 1( ^ + 1) хо\\ =  f  >  0- Тогда из двух последних

&-»—Ьоо _ _
соотношений при данном начальном состоянии х 0 будем иметь а 0О%(х)С> 
>  lirn f  > 0 .  Получили противоречие предположению, которое и дока-

зывает теорему 2 .
Д о к а з а т е л ь с т в о  достаточности теорем ы  3 проводится по схе­

ме р або т  [2 , 3]. необходимость теорем ы  3 д о к а зы в а е тс я  аналогично д о к а ­
зательству  необходимости теоремы  2 .
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