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У Д К  519.1
М . В А Л Ь К

О Б О Б Щ Е Н Н Ы Е  ПОТОКИ И Н А П Р Я ЖЕ Н И Я  НА ГРАФАХ

В настоящ ей статье  оп ределяю тся  понятия обобщенного потока и н а ­
п ряж ен и я ,  позволяю щ ие описание динам ических процессов в сетях сво­
дить к транспортны м  и потенциальны м проблем ам  [1— 4]. Исследуется  
структура  пространств  обобщ енны х потоков и н ап ряж ен и й  и их отнош е­
ния друг  к  другу.

Пусть G — (N,  U ) — конечный ориентированны й (без петель) граф 
с множ еством ребер N  и верш ин U.  П усть множ ество N  содерж ит  я  эле­
ментов и множ ество U — т  элементов. Ч ерез Ф обозначим множ ество 
я -м ерны х векторов, я вляю щ и хся  потоками. К а к  известно [3], Ф является  
линейным подпространством  n -мерного векторного пространства  R n и 
ортогональное дополнение 0  к Ф содерж и т  м нож ество  всех нап ряж ений  
на G. П ри  этом разм ерность  Ф равн а  циклом атическом у числу, а р а зм е р ­
ность 0  —• коциклом атическом у числу гр аф а  G.

П усть Е 1, Ez, . ,  Еп  — бан аховы  пространства  и Е \ ,  E l ,  . . . ,  Eh,  со­
п ряж ен н ы е  к ним. К а ж д о м у  ребру  i граф а  поставим в соответствие э л е ­
мент Х г ^ Е , .  П усть за д ан ы  ненулевы е векторы:

П П
а = ( а г, а2, . . . ,  ап) е Х  ^  и а * =  (a i> ••• > й«) £= Х ^ ?•

i=  1 i=  1
п

Элемент х  =  ( хи  . . . ,  х „ ) е Х ^  называется а* -п о т о к о м  на G, если
c=i

а *о х  =  ( п и л у ) , . . . ,  а*п(хп))<= Ф„.

Элемент х* =  (х*, . . . ,  называется a -напряжением на G, ес-
i=i

ли х* о а =  (х Д а Д ,  ... x h ( a j )  е  Ф.

Д л я  заданных а* и а обозначим через Х а* а  X - ^ i  множество а*-по-
i=i

П
токов и через Х ас :  X  E'i множество а  - напряжений. Непосредственно из

i=i
определения следует, что Х а* и Х"а являю тся линейными пространствами.

Если Е г --- ... =  Е п — Е,  а \ — а 2— ... = а „ =  а 0# 0  и а 1 — а 2=  ••• = а п =  
=  £70 ^ = 0, получаем понятие потока и напряжения, рассмотренные в [5]. 
В  этом случае обозначаем пространство потоков и напряжений соответ­
ственно через Х а* и X * .г о с°

П усть
х 0 п х а * ( х ; = п х : 0), т. е.

со=°

х  6Е Х 0(х* £Е Ао)

тогда и только тогда, когда при «о =е 0 а0 £= Е*  (а0 ^  0, а0 ее Е)  имеет
место
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2  ao(Xi)—  ^  a o(x i)
i£Eco~*" t&o

0

tS[J- iGlJ-

д л я  всех элем ен тарн ы х  коциклов co =  co+Uw_ (всех эл ем ентарны х  циклов 
p = p + U p - ) .  П оследние  равенства  справедливы , когда  д л я  всех элем ен­
тар н ы х  коциклов имеет место

2  2  Х £ = 0
t'EEco"7- iE=.uy

и соответственно д л я  всех элем ен тарн ы х  циклов имеет место

2 Xi* ~  2 *; = 0 - 
£ЕрХ i'GEp.

Таким  образом , Хо, Хо я в л яю тся  п ространствам и  универсаль-потоков и 
у н и вер сал ь -н ап р яж ен и й  [5, 6]. Если, кром е того, E i = E = R n, то Хо я в л я ­
ется  м нож еством  мультипотоков, структуру которого исследовал  И. Д р а -  
ган [4].

п  п

П усть й * е Х ^ '  и а е Х  E i таковы, что а * о а = ( 1 ,  1, . . . ,  1), т. е. 
£ = 1  £ = 1

элементы at не входят в ядро функционала а*.
П усть  р =  (jLll, [Х2 , , Ц п )  —  любой ЦИКЛ И СО =  (СО 1, . .  . , соп) — любой

коцикл граф а ,  т. е.
[ 1, £ЕЦ+ f 1, ! 'е а +

р; =  I — 1 > i £ F  со; =  I — 1 > 1 £= ю_
( 0 , i ^ p + U p ~  ( 0 > i ^ “ + U c o -

Поскольку а'[(ас) =  1, i — 1 , . . . ,  п,  то очевидно, что потоками являются 
элементы

Е(а) =  ( P i K ) .  М йп)) е  Х а*,

ш(а*) =  (соДа^),..., соп(ап)) е  Х*а-
П

В общем случае д ля  цикла р. элемент р(&), является а * -п о -
£ = 1

током тогда и только тогда, когда д ля  всех /, р г = ^ 0 , щ  (6г) — константа.
П

Соответственно для коцикла элемент ©(&*)■ в 6* ErX-^f* является « — на-
£ = 1

пряжением тогда и только тогда, когда д ля  всех t, сог= ^ 0 , Ъ\*(«,) — кон­
станта.

П усть  р 1, . . .  , р ” —  цикловой  б азис  и со1, . . . ,  cos — коцикловой базис. 
Т а к  к а к  Х а* и Х а — линейны е пространства , то

{ п  п  п

х е Х ^ £ »  х  =  2  ^ к(акУ< ° k ^  X  E i> ah ai ) =
£ = 1  * = 1  £ = 1

=  РкФ  о V i .  Ррт^О j  >

п  s  п

Т ц г = { х * е Х £,£> л:*= 2 °*со*(а *4); а *к < ^ Х Е *’
£ = 1  k =  1 £ = 1

а £ k  ( a i )  =  0 V i ,  1> н Ф  0 |

их подпространства.
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Пусть

К .  =  {x t^ E t, Xi(Qi) =  0 } ,

N ° ; = { x t e= E„ a; ( x () =  0},

N a, =  X N a% N l  =  X N a r
i=l i= 1

Очевидно, что X Q* и Уд — линейные подпространства пространств Х а* и 
Хд и имеют место включения L M +  Уд* <= Х а*, L\y +  N*ac z X l .

Теорема 1. Пространства потоков и напряжений представимы в виде 
Ха* — L m @ N  а*, Ха  — L \ V  ®  N a.

п п
П усть й е Х £ !. причем а1{а{) =  1, t — 1 , ,  п.

t=i i=i
Обозначим через

1=1 k= 1

Тогда

Ч ' 1 = ) ^ £ Х £ 1'' X * = ' ^ O W ‘ (f l*)
£=1 А=1

Хд*, CZ =  Ь М(а) ®  С  Хд*,

Ха, а* =  Lu-Дд*) ®  Уд<= Хд

есть линейное подпространство  пространства  Х а* (Хд).
Теорема 2. Е сли граф  G не содерж и т  висячих дуг, то A'a*,a =  

=  Хь*,ь { Х а,а =  Хь,ь*) тогда и только тогда, когда существует такое ве­
щественное число к  ф О ,  что 6* = A a * (b = A a ) .  П усть . . . ,  vm—вершины

графа G и со1, ..., сот  —  коциклы, соответствующие вершинам ах, . . . ,  vm. 
Тогда

со

СО"

является  м атри цей  инциденций гр а ф а  G. Введем вектор

со1 ( а * )

s(a*) =

со " ' ( а * )

Теорема 3. В ектор  A ' e I 0, i a B том и только в том случае, когда 
s(a*)x =  0 .

Ч тобы  х а р а к т е р и зо в а т ь  обобщ енны е н ап р яж ен и я  с помощ ью потен­
циалов, необходимо ограничить наш и исследован ия  пространством вида

S

Хд0=  { х * е ( £ о ) " : х *  =  V a / o 7 ( a * 7 ) \ a V =  ... =a* '==  ао'=^=0}®(Уд,,)п.
/= i
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З д есь  а0ф  0 — лю бой вы бран ны й элем ент банахового  пространства  Е 0.
Элемент у*  GE (Е'о)т назовем потенциалом элемента х*  ЕЕ ( Е 0)п, если 

д ля  каждого ребра i =  (ra , r i2) имеет место Xi =  y r . — У г.-
i  2 h

Теорема 4. Элемент х*  е= (Е*о)п является  элементом Х"ао тогда и толь­
ко тогда, когда существует потенциал у* е  ( Е 1)т. Этот потенциал одно­
значно определен до аддитивного элемента y l  ЕЕ ( N ао)т.

Следствие 1. П усть s  — м атри ца  инциденций гр а ф а  G и

[S(flo)]* =

со} а о . Л1 * . сопа 0 со}а0 . т■ сщ а0

т  *со 1 По т * 
. 0) ti CIq со\ а 0 т■ й „ а 0

= s T(a0),

тогда  .V* я в л яется  элем ентом  Х а„ тогда  и только тогда, когда существует 
г / е  (E l ) m со свойством х * = — s T (a0)y*.

Следствие 2.  Пусть X*aJ ( N a J n , (E*0)m/ ( N l o)m — факторные подпрост­
ранства пространства X l a и { E l ) m. Тогда X l j ( N ' ao)n=  (E'0)m/ ( N ’ao)m.

П ри ф о рм ули ровке  оптим изационны х з а д ач  по обобщ енным потокам 
и н ап р яж ен и я м  интересны такие  выводы, которы е обеспечиваю т их су­
щ ествование при выполнении некоторых ограничений. О бобщением тео­
ремы Г о ф м ан а  (см. [1]) явл яю тся  следую щие.

Теорема 5. П усть CiCzEi ,  i =  1, . . . ,  т  — за д ан н ы е  вы пуклые ком ­
пактн ы е м нож ества . Т огда  а * — поток существует в том
и только том случае, когда  д л я  всех эл ем ен тарн ы х  коциклов имеет место

0 <

Теорема 6. П усть заданные Ct* с :  Е *— заданные выпуклые, компактные 
множества, а  — напряжение X», x l ^ C l ,  существует тогда и только 
тогда, когда д ля  всех элементарных циклов р имеет место

0е 2 с;(а() - 2 _с(> ,) .
ir==-\Ĉ~ i&u

В случае  мультипотоков, представи м ы х в виде

Х 0=  j x £ E E q ". х  =  ^  : c i aEi Ea, a 0=^Oj,
*=i

имеет место
Теорема 7. П усть E o = R l — одномерное евклидово векторное п ро­

странство  и Q 1, Q2, . . . , Q n — параллелеп и п еды , п а р ал л ель н ы е  осям из 
Ri.  М ульти п оток  х е Х 0 с x ^ Q i  сущ ествует  тогда  и только тогда, когда 
д л я  всех элем ен тар н ы х  коциклов со имеет место

Об

где e i =  ( 1,0 , . . . ,  0 ),  . . . ,  е„ =  (0 , . . . ,  0 , 1).
Д войственны м  о б р азо м  можно с ф о р м у л и р о в ать  теорему д л я  мульти­

н ап ряж ен и й  из
S

Х о  =  { х * е ( £ о ) , ! : Х * =  2 ^ / 0 ' ' (йс>), Я о ^ ^ о ,  йо =  0}.
/=i
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Теорема 8 . Пусть E q =  R 1 и Q * , Q*n —  параллелепипеды из R s. М уль­
тинапряжения с x . - e Q i  существуют тогда и только тогда, когда
для всех элементарных циклов р. имеет место

ОS<e;, 2, Qi —  2  Q * > ,  j =  1, s.
Д л я  вы пуклых многогранников Zi Cz R1, i =  1, . . . ,  n  доказано , что усло­

вие O s  2  ^  для всех элементарных коциклов со является не-
ie<i) ieco

обходимым и достаточным для  существования мультипотока х£=Х0, ^ g Z;. 
Этот результат можно усилить.

Теорема 9. Пусть E 0= R l, С i ,  . . . ,  Сп —  вы пуклые, ком пактны е мно­
ж ества  из R 1. М ультипоток x ^ i X 0 с существует тогда и только тог­
да, когда д л я  всех элем ентарны х коциклов со и д л я  всех a ^ R ,  аоФО име­
ет место

ое<а0, 2  Сг — 2  С£>.
i£Eco

H a  основе исследований, проведенных в этой статье, мож но сф орм у­
лировать  динамические оптимизационные зад ач и  об обобщ енных пото­
ках и н ап р яж ен и ях  [6 , 7]. В а ж н а я  п роблем а состоит в том, чтобы д ля  
специальных зад ач  такого  рода  найти критерий оптимальности и ал го ­
ритмы решения.
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У Д К  62-50
Л . E . З А Б Е Л Л О

ОБ У П Р А В Л Е Н И И  ПОК АЗА ТЕЛ ЕМ Л Я П У Н О В А  
В Л И Н Е Й Н Ы Х  Н Е П Р Е Р Ы В Н Ы Х  Н Е С Т А Ц И О Н А Р Н Ы Х  СИСТЕМАХ

Р а с с м а тр и в ае тс я  з а д а ч а  управляем ости  старш им  верхним п о к а за те ­
лем Л яп ун ова .  У стан авли вается  связь  м еж ду  решением указан н ой  з а д а ­
чи и зад ач ей  полной у правляем ости  в дискретной и непрерывной систе­
мах. В качестве  уп равлен и я  использую тся дискретны е регуляторы.

1. П усть  поведение объекта  описывается  системой уравнений

x { t + \ ) = A { t ) x { t ) + B { t ) u { t ) ,  х ( 0 ) = х 0, / = 0 ,  1 , . . . ,  (1)

где A ( t ) ,  В  ( t ) — соответственно ( п Х п ) ,  (п Х г ) -м а т р и ц ы ,  u( t )  — 
r -вектор у п равлен и я  из м нож ества

{ P ' ( i ) x ( t ) } ,  (2)

где P ( t ) — ( п Х г ) -м атрица. О бозначим  х М  = l i m ( | | j c ( f )  Ц) V* — верхний  /-*+20
п о казател ь  Л яп ун ова;  А ° = т а х  | х (х )  | -— старш ий верхний показатель

д:
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