
X  т  (tt), где Т  (/;) = [/;, t i +  а,[ либо Т  ( t i ) =  [ t i— a i , t t ] ,  а , > 0 ;  4) К(^-)х|<  
С щ ,  i ' = l ,  р\  6* (t)  —  р2 <  a '  ( t ) х <  6* ( 0  -г  (-Ц, 1G T ,  где | i x >  
> 0 , р 2 > 0 — параметры метода.

Оптимальную опору Коп задачи (1) будем искать в виде Коп =  {ТоП, 
J оп}* Т’оп =  {/? =  ti +  At it i =  1, р}. Д л я  нахождения р  независимых пе
ременных Т°п =  {$*, t = l .  р} составим р  уравнений:

F,  (Т°п) =  « ;п ( tf)  Л - 1 ( 7 0°п, 7 0п) 6 (Т оп) +  flH ( t f ) 7 Н -  b (f t)  =  0, t =  ГГр^ (6 )

Здесь йоп (̂ ) = (ctj (/), j  сзДои), (̂ ) = оу (0» / ^  4 ) >  ̂(К ) — b ( t t ), если 
u ( t i ) >  0 ; b ( f )  =  b ^ ( f t ) ,  если п(7 ;) < 0 ,  г =  1, р.

П усть Топ — решение уравнения (6 ). При достаточно малых P i > 0 ,  
p 2 > 0  псевдоплан х° =  х + А х ° ,  построенный по опоре {Топ, 70п}, будет 
оптимальным планом задачи ( 1).

Если d 2 (a'  (t) х° — b ( t ) ) / d t 2 \ _ о =т^0, 1= 1, р, то матрица (dFt (Ton) / d T on,t—tt
г =  1, р) при Т оп =  Топ имеет вид diag {7Ц °) х° — & (t°),  t =  1, р}, т. е. 
неособая. Поэтому уравнение (6 ) можно решать методом Ньютона, взяв 
в качестве начального приближения опору Т оп.

7. А лгоритм  реш ения зад ач и  (1) описан д л я  ситуации, когда н аряду  
с м атем атической  моделью за д ач и  известен начальны й опорный план. 
Р еш ен ие  зад ач и  (1) в других ситуациях, при которых н а ч а л ь н а я  инфор
м ац и я  о зад ач е  беднее перечисленной, получается  приведенным алго
ритмом после введения первой ф а зы  задачи .
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И . Н. З А Б Е Л Л О

О Р А З Р Е ШИ МО С Т И  СИСТЕМЫ И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х  У Р А В НЕ НИЙ  
С Л О Г А Р И Ф М И Ч Е С К И М  Я Д Р О М  И ПОС Т ОЯ ННЫМИ  

К ОЭ ФФИЦИЕ НТ АМИ

В настоящ ей работе  исследуется  система интегральны х уравнений 
с логариф мическим  ядром

*  Ъ г  Ь

A  j ф ( t ) d t +  В  | ф( t ) d t -\— —  | \n\x — t\q>(t)dt =  f ( x )  (1)
a x  a

на конечном отрезке  вещественной оси в случае, когда А,  В,  С постоян
ные м атри цы  разм ерности  ( п Х п ) .  У равнения  вида (1) ( п = 1 ) ,  имеющие 
обш ирны е прилож ения , изучались в [1— 3]. (И сторию  вопроса и библио
граф и ю  смотрите, например, в [1]).

В данной работе  устан авли ваю тся  необходимые и достаточные усло
вия разреш и м ости  системы уравнени й  (1) в случае, когда d e t ( A —В ) Ф 0 ,  
м атри ц а  (А —В ) ~ 1С имеет простую структуру (м атри ц а  простой струк
туры  с помощ ью  некоторого невы рож денного  п р ео б р азо ван и я  мож ет 
быть приведена к диагональной  форме) и вы пи сы вается  единственное 
реш ение системы. М етод исследован ия  состоит в сведении (1) к системе 
и  сингулярны х интегральны х уравнений и п р и м ы кает  к методам 
С. Г. С ам ко  [2, 3]. П ри дан н ы х  п редполож ен иях  решение системы (1) 
имеет наи более  простой вид, а т а к  к ак  м нож ество  м атри ц  простой струк
туры  яв л яется  всюду плотным во м нож естве  всех м атр и ц  [4], то получен
ные р езультаты  в ряде случаев  могут быть использованы  д л я  прибли
ж енного  реш ения систем вида  ( 1).
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Будем  говорить, что вектор-ф ункция ф(х) п р и н адл еж и т  классу 
Я "  на отрезке  [а, Ь], если д л я  ее координат  ф.,(х) имеет место п редстав 
ление ф;(.т) =  (х — а ) е>-1(&—х ) е2- 1ф*(х), l s Q 's g n ,  где еь  е2> 0 , функция 
Ф* ( х )  удовлетворяет  условию  Г ельдера  с произвольны м полож ительны м
'' 1 Ппоказателем , меньш им единицы. Ч ерез С , ’ обозначим класс  д и ф ф ер ен 
цируемы х на [а, Ь] вектор-ф ункций таких, что Будем искать
решение системы (1) в классе  Я", считая, что f {x)<=C['n. С помощью 
известных преобразован и й  [2] от системы ( 1) перейдем  к системе сингу
ляр н ы х  интегральны х уравнений вида

( К -  В ) Щ х )  -  ~  j - 7 = Т "  =  ^  -  т W c* ’ W
а

х  b

где Ф (х) =  ~ g ~ ( J  4 >(t)dt— f ф (t) dt  j , m (x) = +  ~ ^ - \ n [ ( x — a ) X
a  x

X ( b  —  x)],  C . , =  Ф { Ь ) — Ф(а) .
З а д а ч а  реш ения системы ( 1) равносильн а  за д ач е  реш ения системы (2 ) 

при условии, что реш ения  Ф (х)  последней р азы ски ваю тся  в классе  С \ ’п 
и уд овлетворяю т дополнительном у  условию Ф (а)  + Ф  (b ) = 0 .

Будем  д ал е е  п редполагать , что d e t ( 4 — В ф 1 С )  ФО,  d e t ( / l —В — iC) Ф 0 
и м атри ц а  А —В  н евы рож ден н ая .  Тогда систему (2) можно записать  
в виде

-  Ф ( t ) d tя  J t  —  X =  * (* ) .  (3)

где обозначено D = ( A — B ) ~ l C, g ( x )  =  ( A — ( х ) — т ( х ) с у] .  Пусть 
м атри ц а  D  имеет простую структуру, Я,- — ее собственные значения, I / — 
соответствую щ ие транспони рованны е левы е собственные векторы. С и
стема (3) таки м  о бразом  сводится  к системе п  с к ал яр н ы х  уравнений

В Д — - i m -  =  F j (x) ,  /  =  ТТТг, (4)
а

где обозначено ¥ у(х) =  // Ф (х), Fj  (х)  =  l j g(x) .

Р еш ен ие  системы (1) получаем  по ф орм уле

Ф(*) =  L - i  J - Y ( x ) ,  (5)

где L ' =  (h,  ln ) ,  х¥ (х) =  (vtfi ( x ) ,  . . . , ^ ( х ) ) ' ,  гТ:1(х) — решения сингу
лярн ы х  интегральны х уравнени й  (4), определяем ы е  ф орм улам и  [1]:

В Д  =  О М  +  _ +  /  =  ITT.
а

Будем  считать, что среди собственных значений м атри цы  D  нет нулевых.
1. Н еосцилляционны й случай. И сследуем  разреш и м ость  системы (1) 

в случае, к о г д а  у — ф В ]/» >  1 или — 1. / =  1 >п -
i  j  _ l  i h . ---------

Положим Цу =  ~2 ^ ~  1п j — i \ .  • В этом случае х;- =  — 1, /  =  1,п,  а ка
нонические функции будут  иметь вид [3] Z }(x) =  (х  — а)>4 (6—х ) 1- Я, / =  
=  1, п,  так как индексы х  - сингулярны х уравнений (4) отрицательны, то 
для  разрешимости этих уравнений необходимо и достаточно выполнения
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 ̂р ./£\ ___
условий Г J dt  — 0, /  =  1, п.  С учетом введенных обозначений для  функ- 

J £j \4
а

ций Fj(x)  эти условия можно записать в виде

р f j(t)dt  р . -j—
J - t w - =  / =  1 , я ’ (6)
а  а

где f j ( t )  =  l j { A  —  B ) ~ lf ( t ) ,  trij(t) =  l j ( A —  В ) - 1 т  (t).  Таким образом, раз 
решимость системы ( 1) связана с разрешимостью системы п  линейных 
скалярных уравнений (6), для  совместности которой необходимо и доста
точно выполнения условия

rang М  =  rang {М,  [}, (7)

р т  d t )где dt  — /-я строка матрицы М,  yl- d t — компоненты вектора f .  
J Zj\4 J к*)
a  a

П роведя  п реобразования , аналогичны е [3], систему (6 ) запиш ем  в 
виде

2 sin —  В )-1  f =  1-(А —  В ) - Ц { А +  В ):т +
а

+  2 С [(ф (р ; ) — ф(1))  +  я Д £ р уя  +  1п(& — с)]}сх, / =  1, /г, (8 )
где ф есть ф-функция Эйлера.

I V  ь? + 1
Учитывая, что c t g р.-я =  —-—г— , cosec и я  =  {  в случае ве-

J A j  j  A j

щественных Х}, получим (см. [3])

d  - d  X j l A A  —  B Y
а  ПТ / л Л   ____1 . ( А  R \ — 1 “  f r f A A J L . _________ i l l _______ —

я(л- —  а ) 1 (6 —  х)  Р
- j -  ¥ ,  (х)  =  U (А —  В У 1 f  (л-) +     J  —  X

b ( t  —  n ) 1
d

4 T f V dt
 f  Ccosecpyrt-ex f, / ' = ! , « ,  (9)X

где cY_ есть решение системы (8 ). Д о к а з а н а
Т еорем а 1. П ри выполнении условия  (7) система (1) безусловно р а з 

реш и м а и имеет единственное решение, определяем ое  формулой (5),

в которой компоненты вектора  - ^ r lF {х) вы чи сляю тся  по ф орм улам  (9 ).

2. О сцилляционны й случай. П у с т ь  =  г'гр, гр >  1 или гр <7 — 1,

/ =  1 ,я .  Тогда р ;- =  ■ ‘ In ^  , , R e p = 0 .  В этом случае индексыZTI 47  Г *
скалярных уравнений (4) равны нулю, а канонические функции имеют 
вид Zj{х)  =   ̂ J *  (/ =  17л).

С ледуя  [3], введем обозначения сой(ф) =  (F . Р ■) Д  ■ ̂  гтТ. j  ^ > ®й(ф) =

ь а
=  (F. P . ) U - b t V - , где р  обозначает диагональную матрицу с7 — a I b — i 

а

элементами р у. Тогда д л я  матрицы m(t )  (см. формулу (2)) получаем

(йа ( т )  + с о & ( т )  =  —  р _18 т _1 р я - С.  ( 1 0 )

Согласно р е зу л ь т ат а м  § 2 работы  [2], система (1) разреш и м а , и ее общее
решение д ае т с я  ф ормулой (5) ,  где компоненты в е к т о р а (х)  имеют
вид
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d  - d , X j l U A  —  B ) ~ l
~ s r  ’>'/ w  =  '<■ м  ■- « ) -■  - Ж - 1 W  +  л-----------X

*/V Г / r    /7 \  P- ,•
X

, , ,  x , D, , , ч ! k j l j ( A - B )  lZ j  j? т ( ( ) й
где yv(x ) =  Z/ ( A - B ) - 1zn(x) +  — L— ------------ j  z .(0 (; _ T )

a

ко тогда, когда удовлетворяется (за счет выбора сх) система равенств
“ «.(/) =  ®a(m )C*. “ *(/) =  ®б(т)Сх.

а) Пусть detcoa ( m ) ^ 0 ,  detcob (m) =^=0. Тогда д л я  разреш имости ис
ходной системы необходимо и достаточно вы полнения условия

со“ ‘(т)соа(/) =  щ \ т ) а ь (}).  ( 12)

б) Если detcoa ( m ) = 0 ,  d e tc o b ( m ) ^ 0  (detcoa (m )= £ 0 , d e tc o b ( m ) = 0 ) ,  то 
необходимое и достаточное условие разреш и м ости  системы ( 1) имеет вид

®a(/) =  ®a(m ) c°6' I (m K ( / )  ( 4 ( f )  =  M m ) ^ l (rn)(Oa{f)).  (13)

в) Если detcoa ( m ) = 0 ,  deta>b( т)  — 0, то д л я  разреш и м ости  системы 
( 1) необходимо и достаточно выполнения условия

r a n g H 7 = r ang{lT', f a},  (14)

со а(т)

тогда и толь-

где обозначено W  = г / юа (/)  \> / «j =  ; система имеет единст-
®ь(т ) ! U b ( f ) l

венное решение в случае, когда rang W  =  п.
З а м е ч а н и е  1. Е сли  r a n g W = r  ( г < п ) ,  то при выполнении усло

вия (14) система (1) имеет п —г линейно-независим ы х решений.
Во всех сл учаях  с* оп ределяется  из системы

„  . р /  Ь — t \v-С-сх= — s i n p j t  ; dt 7 ( 0 dt.  (15)

В ы числяя  в ф орм уле  (11) - ^ - N (х)  с использованием  ф ормул диф ф ерен 
ци рования  сингулярны х интегралов из [2] и проведя преобразования , 
аналогичны е п р ео б р азо ван и ям  теоремы 3 работы  [3], получаем следую 
щ ую  теорему.

Теорема 2. Д л я  того чтобы система (1) бы ла  р азр еш и м а , необходи
мо и достаточно вы полнения  хотя бы одного из условий (12) — (14). Тог
д а  в перечисленных сл учаях  система имеет единственное решение, опре
деляем ое  ф орм улой (5),  в которой компоненты вектора  Т ( х )  вы чи сля
ю тся  по ф орм улам :

4 -  * / * ) = « * > +  х

X
f  1 ь - t  Y j

1--------•

•e 
^

iC31 ̂
о t — X d t , j =  1, п.

З а м е ч а н и е  2. Е сли  среди собственных значений матрицы 
( А - В ) ^ С  есть нулевы е ( ^ щ = 0 ,  т =  1, k ) ,  то в решении (5) первые k  
координат  вектора  ¥ (х) будут оп ределяться  по ф орм улам :

=  l'm{A —  B ) ~ l - ^ - [ f ( x )  —  m{x)c%], m  — \ , k ,

а остальны е — вы чи сляться  согласно теорем ам  1, 2 .
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У Д К  519.1
М . В А Л Ь К

О Б О Б Щ Е Н Н Ы Е  ПОТОКИ И Н А П Р Я ЖЕ Н И Я  НА ГРАФАХ

В настоящ ей статье  оп ределяю тся  понятия обобщенного потока и н а 
п ряж ен и я ,  позволяю щ ие описание динам ических процессов в сетях сво
дить к транспортны м  и потенциальны м проблем ам  [1— 4]. Исследуется  
структура  пространств  обобщ енны х потоков и н ап ряж ен и й  и их отнош е
ния друг  к  другу.

Пусть G — (N,  U ) — конечный ориентированны й (без петель) граф 
с множ еством ребер N  и верш ин U.  П усть множ ество N  содерж ит  я  эле
ментов и множ ество U — т  элементов. Ч ерез Ф обозначим множ ество 
я -м ерны х векторов, я вляю щ и хся  потоками. К а к  известно [3], Ф является  
линейным подпространством  n -мерного векторного пространства  R n и 
ортогональное дополнение 0  к Ф содерж и т  м нож ество  всех нап ряж ений  
на G. П ри  этом разм ерность  Ф равн а  циклом атическом у числу, а р а зм е р 
ность 0  —• коциклом атическом у числу гр аф а  G.

П усть Е 1, Ez, . ,  Еп  — бан аховы  пространства  и Е \ ,  E l ,  . . . ,  Eh,  со
п ряж ен н ы е  к ним. К а ж д о м у  ребру  i граф а  поставим в соответствие э л е 
мент Х г ^ Е , .  П усть за д ан ы  ненулевы е векторы:

П П
а = ( а г, а2, . . . ,  ап) е Х  ^  и а * =  (a i> ••• > й«) £= Х ^ ?•

i=  1 i=  1
п

Элемент х  =  ( хи  . . . ,  х „ ) е Х ^  называется а* -п о т о к о м  на G, если
c=i

а *о х  =  ( п и л у ) , . . . ,  а*п(хп))<= Ф„.

Элемент х* =  (х*, . . . ,  называется a -напряжением на G, ес-
i=i

ли х* о а =  (х Д а Д ,  ... x h ( a j )  е  Ф.

Д л я  заданных а* и а обозначим через Х а* а  X - ^ i  множество а*-по-
i=i

П
токов и через Х ас :  X  E'i множество а  - напряжений. Непосредственно из

i=i
определения следует, что Х а* и Х"а являю тся линейными пространствами.

Если Е г --- ... =  Е п — Е,  а \ — а 2— ... = а „ =  а 0# 0  и а 1 — а 2=  ••• = а п =  
=  £70 ^ = 0, получаем понятие потока и напряжения, рассмотренные в [5]. 
В  этом случае обозначаем пространство потоков и напряжений соответ
ственно через Х а* и X * .г о с°

П усть
х 0 п х а * ( х ; = п х : 0), т. е.

со=°

х  6Е Х 0(х* £Е Ао)

тогда и только тогда, когда при «о =е 0 а0 £= Е*  (а0 ^  0, а0 ее Е)  имеет
место
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