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У Д К  62-50:519.2
В. И. М А Л Ю Г И Н

ОБ О Ц Е Н И В А Н И И  ПЛОТНОСТИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ С Л У Ч А Й Н Ы Х  
ВЕ КТОРОВ С СУЩ ЕСТВЕННО З А В И С И М Ы М И  КОМПОНЕНТАМИ

1. Постановка задачи. Одной из наи более  распространенны х в прило­
ж е н и я х  оценок многомерной плотности вероятностей явл яется  оценка Ро- 
з ен б л атта  — П а р зе н а  с многомерным гауссовским ядром, им ею щ ая 
вид [1]:

П
f n ( x ) = - l r J i n N ( x / X i , Я2 Я ) ,  (1)

1 = 1

где A  =  { X i  : X i ^ R N, i= 1, п } — сл учай н ая  вы борка  наблю дений из р а с ­
пределен ия  вероятностей с неизвестной плотностью f { x ) ;  nN ( x \ a ,  В)  —• 
A -м ерная  гауссовская  плотность со средним а и ковариационной м атр и ­
цей В\  h — h ( n ) — коэфф ициент размытости, удовлетворяю щ ий при 
п—уоо условиям:

/г-»-0 , n / i^ -voo . (2 )

П усть  !Х =  (*i, . .  . , x n ) t ^ R n  ■— случайный вектор с существенно з а ­
висимыми компонентами [2]: Т ( X )  = x l— cp(A) = g .  Здесь  £ — гауссовская  
слу чай н ая  величина с нулевым средним и достаточно м алой дисперсией 
а 2; Х =  (х2, . . .  , x N) T — не зави сящ и й  от £ случайный вектор, равномерно 
распределенны й в п арал л елеп и п ед е  G a R N~ [\ ф(А) — неизвестная, д о ста ­
точно гл а д к ая  в области  G функция. Т аки м  образом, плотность вероятно­
стей f ( x )  случайного вектора  X  имеет  вид:

f М  =  mes 1 r Ia Ф  Пх (7  М А  ° 2)’ (3)

где m e s ^ - i G ,  Ig (x ) — м ера  Л е б ега  (А — 1-мерный объем) и индикатор-
N

ная  функция области  G соответственно. Очевидно, m e S i v - i G = n  mes 1 G],
/= 2

где meSiGj — д ли на  и н тервала , на котором определена компонента Xj 
вектора X.  Д л я  плотности вида (3) характерно  то, что при ст2—>-0 она 
«концентрируется вблизи» А — 1-мерной гиперповерхности Г, оп ределяе­
мой уравнением  7’( а ) = 0 .

В настоящ ей статье  исследуется  проблема вы бора  м атрицы  А, 
| А | > 0 ,  во зн и к аю щ ая  при построении оценки (1) по вы борке А  ограни­
ченного объема [3]. П р е д л а г а е т с я  в качестве  Н  использовать не фиксиро­
ванную м атрицу [4], а специальны м  образом  построенные статистики. 
Д л я  оценки (1) с оцениваемой по вы борке матрицей А  п р ед лагается  спо­
соб построения коэфф ициентов размытости.

2 . Меры точности оценки плотности. Введем обозначения: 5 ,  5 (ь т ) =  
=  (< #  m))— соответственно ф и кси р о ван н ая  и вы борочная  (по выборке
A i = { X ;, / =  1, п, j=/=i} объ ем а  m = n — 1) ковари ацион ны е матрицы, 
причем
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s « .m) =  - ^ y d {Xj - X ^ ) ( X j - X ^ Y ,  X ( » = i t = t 2  X p  j =  1. n; (4)

Bn, 1 =  -H- (e^Se/CT2)2/!4 ^- Ox, B n, 2 =  - ^ - / l 4 +  Ox, 01 =  0 (/l1). (7)

/=1 /=1

f n , i (x)  и f n,г(х)  — оценки, получаю щ иеся  из (1 ) ,  если в качестве  Я  
использую тся м атри ц ы  5  и {5(ьт >} соответственно; ЬпЛ(х) ,  ипЛ(х) ,
b n,z(x) ,  v n ,z(x)  — смещ ение и вар и ац и я  оценок f n,i (а) и f n ,2 (x)  соответ­
ственно. В качестве  мер точности оценок f n,i ( • )  будем использовать  ф унк­
ционал

в - '  =  £ { ( щ х г ) Т  <5 >
хар актери зую щ и й  средний кв ад р ат  относительного смещ ения оценок 
fn,i (х)  и ф ункц ионал

U n , i = \  vn, I (х) dx  (,[ f 2 (A-) dx)  1, (6 )
m  rn  '

известный [1] к а к  относительная  гл о б ал ьн ая  ош и бка  аппроксимации 
плотности f  ( а )  оценкам и f n,i (а) , 1 = 1 ,  2 .

И сследуем  вн ач але  проблем у  вы бора Н,  h  в случае, когда  уравнение 
7 ( a )  = 0  определяет  в R N некоторую  N — 1-мерную гиперплоскость.

3. Г-гиперплоскость. П усть  7 (X)  =  0ТХ = | ,  0 —  фиксированны й TV-век­
тор, |  — оп ределен н ая  вы ш е случайн ая  величина.

Теорема 1. Д л я  мер точности В п,i оценок f n, i ( x ) , 1 =  1, 2 плотности (3) 
сп раведли вы  асимптотические р азлож ен и я :

~  (0Г 5 0 / а 2)2 /i4 +  Oj, В п, 2 =  ~y

Д л я  исследован ия  величины В П :1 при всевозм ож ны х соотношениях h 
и а2, которые могут иметь место при оценивании плотности / ( а )  по вы ­
борке ограниченного объема, рассмотрим последовательности  однотип­
ных ситуаций, возн и каю щ и х  в предполож ении, что при п—>-оо а2=  
= а 2(п)->-0. О бозначим  [3 (п) = h 2 {п) /о2( п ) . Б удем  говорить, что имеют 
место последовательности  ситуаций типа I, II, III  соответственно, если 
при п-^-оо: |3 (п)-Я ); р(га)->А,, 0 < А , < ° о ;  |3 (я)-*-оо.

Следствие 1. Д л я  ситуаций типа:
I В п,1—>-0 , 5  и,2-^-0 ;

II В п,г+с,  0 < с < о о ,  В п, 2-И );
I II  B n,i~УОО, В П,2Г~*' 0.
Следствие 2. Е сли  h = r r a/N, 0 < а < Д  [3], то д л я  достиж ения  оц ен ка­

ми f n, i ( x ) ,  f n,2(a) одной и той ж е  точности оценивания: В пЛ= В п ,2 тр е ­
буются соответственно объем ы  вы борок п2, связан н ы е  соотношением

 Д. / gTjg \ 2
п2 =  п 1 ' К  “ , и =  (— — ) •  Таким образом, если а 2- > 0  (зависимость

компонент вектора X  усиливается), то х -> -о о ,  п2 < ^ п 1 и целесообразно 
использовать модифицированную оценку fn, 2 (x).

Теорема 2. А сим птотическая  гл о б ал ьн ая  ош ибка  аппроксимации 
плотности (3) оценкой f n ,2 ( х ) :

Uп. 2 =  ( - | - ) ^  1ЛГ_ °  * h ~ N n ~ l +  - Ж  ^  +  ° 4‘ ^8)

О птим альны й в смысле минимума U n,2 коэфф ициент разм ы тости  /г0 с точ­
ностью до членов более высокого порядка  м алости  будет:

 1_  / 4 / 3  \(ЛГ-1)/2\ 1
1ц =  h0 (,п ) =  a  (N)  п  "+4 , а  (А) =  ( у  J J л’+ 4 . (9)

4. Г-нелинейная гиперповерхность. С учетом полученных в п. 3. р е ­
зультатов  в случае, когда  уравн ен и е  7 ( a )  = 0  определяет  в R N некото­
рую N — 1-мерную нелинейную  гиперповерхность, п ред лагается  в качест­
ве Я , h  использовать  л о к ал ьн ы е  статистики, построенные в окрестностях
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выборочных точек Xi ,  i—  1, п. О птим альны й р азм ер  окрестности д ля  
точки X i ,  определяем ы й количеством /гг- попавших в нее точек из вы бор­
ки Аг,  п ред лагается  находить из условия минимума У-статистики А н д ер­
сона [5], характери зую щ ей  степень множественной корреляци и  компо­
нент вектора X  в окрестности точки Х с

k t =  arg min 1/<‘> *>, ус*. *) =  —J  !— , t = l ,  п,  ( 10)
N<k<n—1 У-,

П  4/'
/= 1

где оценка S (i4 =  (sj ‘- k)) строится, согласно (4), по k  бли ж ай ш и м  (из вы ­
б орки  А  г) соседям точки Xi .

С учетом (9 ) ,  (10), коэфф ициент разм ы тости  hi  д л я  точки X i  п р е д л а ­
гается  вы числять по ф орм уле  h i — a ( A r) - k r iAN+i\  О ценка плотности 
fn,з ( х ) ,  исп ользую щ ая  локал ьн ы е  оценки п арам етров  Н,  h,  имеет вид

П

fn, 3 (X) =  4 -  2  nN ( x / X i ,
1=1

5. Использование оценок плотности в задачах классификации. О цен­
ки f n , i ( x )  и f n , s{x)  использовались  д л я  построения обучаю щ ихся  р е ш а ю ­
щих правил  (О Р П )  класси ф и кац и и  случайны х векторов с существенно 
зависимы м и компонентами [7]. Ч исленны е эксперименты на Э В М  пока­
зы ваю т, что при м алом  объ ем е  обучаю щ ей выборки О Р П , использую щ ее 
оценку / п,з(х)  > зам етно превосходит О Р П , использую щ ее оценку f n, i (x) ,  
к ак  по точности классиф икации , т а к  и по скорости дости ж ен и я  задан ной  
точности классификации.

Пр иложе ние

Д о к а з а т е л ь с т в о  теорем ы  1. И звестно [2], что

Ъп. 1 (X )  =  -  4  ( 1 -  J ^ L )  f № h 2  +  °  1 - ( И - 1 )

У читы вая, что Т ( Х ) = 1 ,  из (5 ) ,  (П.1) получаем вы р аж ен и е  д л я  В п,i.
П усть  bn:i( x \ W )  — смещ ение оценки fn, i (x)  при условии, что H = W ,  

причем W ■— ф и кси рован н ая  м атри ц а .  В силу независимости Xi  и S V’mk
П

Ъп. 2 (X) =  4  2  Е  {Ъп. 1 Д О 1' т ) )}. (П.2)
t=i

Т а к  к а к  V t =  1, п  статистика S<i m ) явл яется  несмещенной оценкой д ля  
ковариационной матрицы  случайного  вектора X ,  то

0 Г £ { 5 ( г , т ) } 0  =  0 Т £ { ( ^ — £ { * } )  ( Х — Е  { У }  )  т }  0 =  £ { | 2 }  =  <Т2 . (П.З)

И з ( П .1).— (П.З) следует  сп раведли вость  вы р аж ен и я  д л я  В п,2 - 
Д о к а з а т е л ь с т в о  теорем ы  2. И звестно [2], что

vn. 1 (х)  =  4 4 ,1/2 H r ' +  К,  1 М  +  °2- ° 2= °  (Л- *  л ~ 1+ Л 4). (П.4)
(4 я )  | о  [

У читы вая  (П .1 ),  а т а к ж е  в ы р а ж е н и я  д л я  моментов норм ального  р асп р е­
деления, получаем:

\  b \  {x)dx  =  3 meS/A- ~ 1 °  (9Г5 0 ) 2 hh  (П.5)
". 1 '  32 У  я  а 5 4

Тогда из (6) , (П .4 ),  (П .5) следует:
cjmesw_ lG 3 ( er se  \ 2 4 . m  дч

(4.n)(A,“ 1)/2 | S |1/2 П 16 I а3 ) ^  2'  ̂ ^

П усть U n, i ( W)  — значение меры точности Un,i оценки f n, i (x)  при усло­
вии, что H — W,  тогда  по аналогии  с (П .2):
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Un.2 =  - ± r ' 2 i E { U n, i ( S (‘- '”>)}. (П.7)
£=1

И з  вида зависимости  компонент вектора X  следует, что |SC'm)| =
N

=  o f  П s<“' ш), где o f — несмещенная оценка а 2 по выборке А г  В силу
Г=2 _

независимости I  и X ,  учитывая свойства функций от моментов [6], полу­
чаем:

 L I oOV-l )/2
£ d S(i- m,l 2 } = o L s jV_ i G + ° ( " - ' ) -  (П -8>

Согласно (4),
£ { ( 6r S<‘'- mW )2} =  E {of}  =  о * +  o i n - 1). (П.9)

С учетом (П .6 ) — (П .9) получаем (8 ). Д л я  д о к а за т ел ь с т в а  (9) продиф ­
ференцируем  правую  часть  (8 ) по h  и п ри равн яем  полученное в ы р а ж е ­
ние нулю.
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У Д К  519 .10

Р. Г  А Б А С О В ,  Ф. М . К И Р И Л Л О В А ,  О. И. К О С Т Ю К О В А

А Л Г О Р И Т М Р Е ШЕ Н И Я  Л И Н Е Й Н О Й  Э К С Т Р Е МА Л Ь НОЙ З А Д А Ч И  
С КОНТИНУУМОМ ОГ РА Н И Ч Е Н И Й

1. Р ассм о тр и м  з а д ач у

с 'дг-нпах, b*( t )  ^ La '  ( t ) x ^ b *  ( t ) ,
( 1)

/ е Г = [ 0 , /*], d * ^ x ^ . d * ,

где x = x ( J ) ^ R n, / = { 1 ,  2 , . . . , « } ,  a ( t )  — H f  ( t ) ,

f = B f ,  f  (0) =  f 0, f<= R m; b* (/) =  g '  v (t),  v  =  G.}. v, v (0) =  v0,

v  e  R h, b* (t) =  g * ‘ w ( t ) , w  =  G*w, w  (0) =  w0, w  £E R k.

Вектор x,  у довлетворяю щ и й  ограничениям  зад ач и  (1 ) ,  назовем  п л а ­
ном. Р еш ен ие  х° з а д а ч и  — оптим альны й план. С убоптим альны м  (е-опти- 
м альны м ) будем н а зы в а т ь  такой план  х8, что с'х°— с'х8^ е .

Совокупность К о п =  {Ton, Jon} , | Топ | ■— | Jon | , из м нож ества  изолиро­
ванных точек  Tonc z T  и м нож ества  индексов / опс : /  назовем  опорой з а д а ­
чи ( 1), если не вы р о ж д ен а  опорная  м атри ц а  А 0п = А  (Гоп, / 0п) =  
  (aj  (0 > /  £= *^оп\
=  \ ^ Г 0П Г

П а р а  {х, Коп} из п л а н а  и опоры —  опорный план. Опорный план  счи­
тается  н евы рож денн ы м , если d * j < C X j < d f , j ^ J 0n, b * { t ) <. a ' ( t ) x <Cb*  ( t ) ,  
t e = T \ r on.

2. П усть  {x, Коп} — начальны й опорный план; no нему подсчитаем
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