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Г И Б Р И Д Н Ы Е  Н А П Р А В Л Я Е М Ы Е  М О Д Ы  
АС И ММЕ Т Р И Ч Н О Г О  ПЛОСКОГО ПРОЗ Р АЧНОГ О В О Л Н О В О Д А

В р або тах  [1, 2] изучались гибридные н ап р авл яем ы е  Н Е - и ЕН -моды 
асимметричного  плоского диэлектрического  волновода (П Д В )  в общем 
случае  комплексности показателей  прелом ления  N j — tij— ixj  слоя  ( / = 1 ) ,  
покры ти я  (/ =  2) и п одлож ки  ( / — 3). Н ап р ав л я ем ы м и  считались моды, 
у  которых нет утечки энергии за  пределы  волноведущ ей сердцевины. П о ­
к азан о ,  что условия нап равляем ости  существенно различны  д л я  Н Е - 'и  
Е Н -м од. Только в случае  отсутствия поглощ ения (усиления) в сердцеви­
не (-/'1= 0 ) они совп адаю т  и могут быть запи сан ы  в виде системы двух 
уравнений:

ch sh __ cos sin
e u  sh (ё) ch ( kdn xe2X) +  e2.<sin (£) cQs ( kdn xeXx) =  0 , ( 1)

—>■ — —>

где d  — толщ ин а слоя; A = co jc — волновое число в вакуум е; e = e x-\-ie2 —  
комплексны й единичный вектор волновой нормали; ось х  норм альна 
к  границам; вдоль оси z  имеет место реж им бегущей волны и

f Y  ni — n\ v - — ei)— g V  n3 - nU i - 4 )
th  (s  +  Ю  =  n xex -

2  9  
ч  e x -

■fg Y  4 - n \ ( l - e D y  ni-nji 1- 4 )
З д есь  f = g = l  д ля  H E - и f = ( n i / n 2) z, g = ( n l/ n 3) 2 д л я  ЕН -м од. В [1] по­
казан о , что д ля  н ап р авл яем ы х  Н Е -м о д  всегда мож но построить уни вер­
с ал ьн ы е  дисперсионные кривые [3, 4], из которых и определяю тся  все воз­
м ож н ы е модовые решения. Д л я  н ап р ав л яем ы х  Е Н -м о д  в общ ем случае 
наличия  поглощ ения (усиления) таки х  зависимостей построить н ель­
з я  [2]. П о к аж ем ,  что это возм ож но в случае  прозрачности  сред  ( x i = x 2=  
= и з = 0 ) ,когда дисперсионные уравн ен и я  можно запи сать  в виде

f V  п1- п \ ( \ - е 1) + &У  nl-n\{\-el)  
tg  (kd n xex) =  inxex ---------------------------------------------    • (2)

n\ e\ -f fd V n2~  nUl - ex)V —
З а д а ч а  нахож дени я  н ап р авл яем ы х  Е Н -м одовы х решений свелась 

к  решению системы трех (одного комплексного (2) и одного действи­
тельного (1 ))  трансцендентны х уравнений относительно трех действи­
тельны х величин е1х, е2х и kd.  В ид  этих уравнений сохранится , если одно­
временно изменить зн аки  e ix и е2х или зн аки  § и £, поэтому при их иссле­
дован ии  всегда мож но ограничиться  неотрицательны м и значениям и  е 1х 
и |  (или е 2х и 'С, если е1ж= 0  и £ = 0 ) .  У равн ения  М ак с в е л л а  и граничные 
условия  не позволяю т уточнить зн ак и  корней в правой  части (2) '[5]. К ак  
и в [1, 2], исследуем возм ож ность р еал и зац и и  н ап р ав л я ем ы х  м о д 'д л я
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обоих знаков. Моды, поля  которых зату х аю т  вне сердцевины  при | jc| —»-со, 
будем н азы в ать  собственными н ап р авл яем ы м и  модами; моды с в о зр а ­
стаю щ им и полями, не удовлетворяю щ ие условию  излучения Зоммер- 
фельда,-— несобственными нап р авл яем ы м и  м одам и  (экспоненциальное 
н арастан и е  полей в п о д л о ж к е  и в покры ти и),  несобственными н а п р а в ­
ляем ы м и  м одам и  подлож ки  (экспоненциальное н арастан и е  полей в под­
л о ж к е  и  зату х ан и е  в покрытии) и несобственными н ап р авл яем ы м и  мо­
д ам и  пок ры ти я  (экспоненциальное н ар астан и е  полей в покрытии и з а ­
тухание в подлож ке)  [6— 8], опуская, где это возм ож н о, термин « н ап р ав ­

ляемы е». Н ер авен ства  I m j / " л |  —  п \ ( \ - — е2х) <  0 и 1 т ] / 0 ? з —п \ {  1— е * ) < 0  
отвечаю т собственным, противоп олож ны е — разли чн ы м  несобственным 
модам. В ерхнее  уравнение  (1) имеет ненулевы е корни относительно kd  
только  в двух  случаях  [9]: 1) е2х— 0, eix> 0  (скользящ ее  затухание)  и 
2) е1х= 0 ,  е2х> 0  (скользящ ее  распространение  волн [10]).

Скользящее затухание.  В этом случае  н и ж нее  уравнение  (1) вы пол­
нимо только при 1— 0. 'Т огда  дисперсионное уравн ен и е  Е Н -м од  (2) име­
ет смысл при условии

согласно котором у во л н о вед у щ ая  сердцевина д о л ж н а  быть оптически 
плотнее подлож ки  и покры ти я  (в 'д ал ьн ей ш ем  без ограничения  общности 
считаем п 3> п 2).  П ри выполнении (3) уравнени е  (2) становится  дейст­
вительны м  уравнением  относительно п ар ам етр о в  е1х и kd.  П о  аналогии 
с [1, 3, 9], перейдя к норм ированны м  п ар ам етр ам , уравнени е  (2) д ля  
Е Н -м о д  м ож н о представи ть  'в удобном д л я  графического  ан ал и за  виде:

где р = 0, 1 , 2 , . . . — модовое число; l / = k d  j / " п * — п.% ^ 0  — норм ирован­
н ая  толщ и н а  (частота) П Д В  (п арам етр  в о л н о в о д а ) ; A  =  n \ e \ J ( n \ — n | ) — 
норм ированны й поперечный п о к азател ь  прелом лен и я  ' (ф азовы й п а р а ­
м етр ) ;  ( 0 ^ Л ^ 1 ) ,  а = ( н | - — п ^ ) ! (п \ —  я]-) —  степень асимметрии волно­
водной структуры; Ь =  (rii/п з )2 —  ф актор  нап равляем ости ; о три ц атель­
ные зн ач ен и я  корней в правой  части о твечаю т 'ди сп ерси он н ом у  у р авн е ­
нию собственных, п олож ительн ы е — р азли чн ы х  несобственных мод. В е­
личина а  приним ает  значения  от нуля  (с и м м е тр и ч н ы й 'П Д В : п2— п 3) до 
бесконечности при сильной асим м етрии (сл або н ап р ав ляю щ и й  волновод: 
n i » n 3> n 2 [4]). Величина b п ри ним ает  значения  о т 'е д и н и ц ы  (н а п р а в ­
л я ю щ а я  поверхность [7]) до 1 -f- 1/а. В отличие от н ап р ав л яем ы х  Н Е -м од  
[1] в у р а в н е н и и ' (4), помимо V я а, есть ещ е один независим ы й п а р а ­
метр Ь, необходимый д л я  п редставлен и я  общ ей волноводной структу­
ры [3]. П о сравнению  с симметричным П Д В  [9, 11]'имеются два  дополни­
тельн ы х п а р а м е т р а  (а и Ь ) . Н а  рис. 1 представлен ы  д и с п е р с и о н н ы е 'за ­
висимости А = А  (V) д л я  различ ны х  степеней асим м етри и  и ф акторов  н а ­
п р а в л я е м о с ти . 'П р и  а-»-оо (для  задан ного  Ъ) имеет место вы рож дение по 
модовому числу р  и кривы е собственных и несобственных мод покрытия 
попарно сли ваю тся  (с р азн ы м и  р ) ; ан ал о ги ч н ая  си туац и я  имеет место 
д л я  'несобственных мод и несобственных мод подлож ки. П оэтом у при 
увеличении степени асим м етрии свойство н ап р ав л яем о сти  П Д В  ум ень­
ш ается  (полное о т р аж ен и е  на гран и ц ах  вы полняется  д л я  все меньшего 
д и а п а зо н а  углов  падения  [4, 12]). П ри  Ь->1 +  1/а (для  заданного  а) от­
м ечается  аналогичное вы р о ж д ен и е  по модовому числу р. Очевидно, что 
в асим м етричном  П Д В , в отличие от симметричного '[9 , 11, 13], при сколь­
зящ ем  затухан и и  все собственные моды имеют критическую  длину вол ­
ны (критическую  м ин им альную  т о л щ и н у ' волновода)  [1]. Волноводный

(3)

V V А  =  р к  —  arctg Ь | /  — arc tg  ' T + a f i - f t )  \  - (4)
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Рис. 1. Случай скользящ его затухания:
а  —  а  =  1, в = 1 ,3 ;  б  —  а =  3, 6 = 1 ,1 .  С п л о ш н ы е  л и н и и  —  д и с п е р с и о н н ы е  к р и в ы е с о б с т в е н ­
н ы х, ш т р и х о в ы е  —  н е с о б с т в е н н ы х  м о д ,  ш т р и х п у н к т и р н ы е  —  н е с о б с т в е н н ы х  м о д  п о ­

кр ы т и я . Ц и ф р ы  о т в е ч а ю т  н о м е р а м  м о д

э ф ф ек т  д л я  всех типов мод н аб л ю д ается  только  при длине волны, боль­
шей некоторого минимального  значения  ( д л я 'з а д а н н о й  толщ ин ы ). При 
меньших дли н ах  волн асимметричный слой не м ож ет  уд ер ж и вать  э л е к ­
тром агнитную  энергию [12]. Условие отсечки со бствен н ы х 'м о д  (верхний 
знак , р = 0, 1, 2, . . . )  и несобственных мод покры тия (нижний знак,

р —  1, 2 , . .  .) имеет вид E p = p : r t ± a r c t g  ь  ̂ • В этих точках  м о ж ­

но аналитически  получить решения: k d  =  Vpl V n \  — пУ ех — У  п \ —пУ п i-
У словие отсечки несобственной моды первого порядка  (верхний знак) 
и несобственной моды п одлож ки  н у л е в о г о 'п р я д к а  (нижний зн ак )  опре-

1 +  а(1 —  Ь)
дел яется  вы раж ен и ем : V = l / b 1 ; этим точкам  соответст-

У Т + ~ а

вует тривиальное  решение ех = 0 .  У словия  отсечки остальны х несобствен­
ных м о д 'н е л ь зя  вы разить  аналитически: они определяю тся  путем совме­
стного реш ения (4) и уравн ен и я  V ' ( A ) — 0. С ростом а (для  ф икси рован­
ного Ь) величина  отсечки увеличивается  д л я  со бствен н ы х 'м о д  и несоб­
ственных мод подлож ки  и ум еньш ается  д л я  несобственных м од  и несоб­
ственных мод покрытия. 'С  ростом b (для  ф иксированного а) характер  
поведения величин отсечки такой  же.

Скользящее распространение.  В этом случае  ниж нее уравнение (1) 
выполнимо только  при £ = 0 .  Тогда дисперсионное уравнение Е Н -м од  (2) 
имеет смысл цри условии

е \х >  шах (5)

которое н а к л а д ы в а е т  на п о к азател и  п релом ления  сред 'менее жесткое 
требование, чем при скользящ ем  затухании  (3 ):  если сердцевина оптиче­
ски плотнее подлож к и  ( П [ > п 3) и покры тия ( п О п 2),  условие (5) не о гр а ­
ничивает  значения  е2х. П ри  выполнении (5) уравнение  (2) становится 
действительны м уравнени ем  относительно е2х и k d ' и имеет смысл ввиду 
ограниченности функции гиперболического тангенса в двух  случаях: 
n i > n 2, пС>Щ  или П1 <СП2 , tii<Ln3 (к ак  и преж де  п 3> п 2)\

V V A  =  arth  [ - [ -  У - 

V V A  =  arth  \b У

1 4- A arth

arth

1 - f a  (1 — 6)

1 +  a ( 1 - 6 )

V—4+7-
y z = j r i

( 6 )

5



где новые нормированны е величины V — k d  ] ! п \ — п\  | >  О, Л =  
=  п\  e \ J  I п \  — п \  | > 0 ,  а = ( л 2—«2)/ [rtf— «|{, Ь =  (Пх/«з)2 и отрицательные

значения  корней в правы х частях 
отвечаю т дисперсионным уравн ен и ­
ям собственных, полож ительны е — 
разли чн ы х  несобственных мод. Из 
(6) видно, что в случае скользящ его  
распространения  нет решений в ви­
д е  собственных мод: существуют 
только несобственные моды и несоб­
ственные моды подлож ки в первом 
случае и несобственные моды и не­
собственные моды покры тия — во 
втором. Н а  рис. 2 представлены дис­
персионные зависимости A = A ( V )  
д л я  разли чн ы х  степеней асимметрии 
и ф акторов  направляем ости . Типы 
мод обозначены  т а к  же, как  и на 
рис. 1. Н ечетны е кривые отвечают 
случаю  « i > « 2, Л1> / г 3, четные —
n i < . n 2, n i < . n 3. П ри  а-^оо  (для  ф и к­
сированного Ь) в случае  . пС>П 2 , 
Л1> л 3 имеет место вы рож дение д и с­
персионных кривых несобственной 
моды и несобственной моды под­
л о ж к и  в одну кривую, в случае 
Л1< Л 2, гц<2.п3 эти кривые в ы р о ж д а ­
ются в точку (0, оо). В пределе 

симметричного П Д В  (a-vO) кривые 1, 2, 5, 6 сли ваю тся  с осью ординат, 
кривые 4, 8 переходят  в дисперсионную кривую несобственной симметрич­
ной, а кривы е 3, 7 — несобственной антисимметричной моды [11]. П ри 
й - И - j - l /a  или 1/й—>-1 +  1/а (для  ф иксированного  а)  имеет место а н а л о ­
гичное вы рож дение. Очевидно, что в случае  скользящ его  распростран е­
ния волноводны й э ф ф е к т  имеет место только  при дли не  волны, меньшей 
некоторого критического значения  (д ля  зад ан н о й  толщ ин ы ). П ри б оль­
ших дли н ах  волн асимметричный П Д В  не м о ж ет  уд ер ж и вать  эл ек тр о ­
магнитную  энергию  д л я  таких  мод. В случае  n i > n 2, n i > n 3 условие от­
сечки несобственной моды (верхний зн ак )  и несобственной моды под-

Рис. 2. С лучай скользящ его распростра­
нения. Ц иф рам и обозначены  дисперси­

онные кривые:
в =  1,1; 2, 4 — а  
в  =  1,3; 6,  8 —  а

1, I/в  =  1.1: 5,  
= 3 , 1/в =  1,3

л ож ки  (ниж ни й  знак)  имеет вид: V- 1 в этих точках им е­

ем тривиальное  реш ение ех= 0 .  В случае  r t i < r t 2, п ^ < .п 3 условие отсечки 
нельзя  вы р ази ть  аналитически: оно определяется  путем совместного р е ­
шения второго у р авн ен и я  (6) и уравн ен и я  У/ ( Л ) = 0 .  щ

У с л о в и я ' (3) и (5) при водят  к тому, что поперечное волновое число 
части поля  вне П Д В  принимает  только чисто мнимые значения:

K N 2e[ ' \х

" 2 *

и =  ik  | / • /2“ '3 '
в2

:n?' 1J:
1 е22х;

и, следовательно , волны  являю тся  поверхностными. К а к  известно [7], 
только д л я  поверхностны х волн полный поток мощности, переносимый 
в нап равлен и и  оси 2 , отличен от нуля.

Если совместить рис. 1 и 2, видим, что дисперсионные к р и в ы е 'н а п р ав ­
ляемы х Е Н -м о д  (прозрачны е среды) асимметричного  П Д В , как  и в 'с л у ­
чаях  [1, 9, 11], в совокупности о б р азу ю т  зам кн утую  ф азовую  траекторию  
в двумерном  п ространстве  независим ы х п ар ам етр о в  V и А,  причем эти 
п ар ам етр ы  при н и м аю т  все возм ож н ы е зн ачен и я  от нуля до бесконеч­
ности.
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У Д К  548.0539

В. Г. Б А Р Ы Ш Е В С К И М ,  О. Н. М Е Т Е Л И Ц А

У Г Л О В Ы Е  Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я  у- КВАНТОВ  
Р АСПАД А ПОЗ ИТР ОНИЯ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Если поместить позитроний в магнитное поле, возникает  новое я в л е ­
н и е —-зату х аю щ и е  биения углового распределен ия  у-квантов трехфотон­
ного р а с п а д а  позитрония [1, 2]. В э т о м 'с л у ч а е  непосредственно и зм ер я ­
ется распределен ие  нап равлени й  импульсов образован н ы х  у-квантов, 
а  не распределен ие  нормали к плоскости р а с п а д а , 'к а к  в [3]. М етод  иссле­
д о ван и я  вещ ества, основанный на этом явлении, позволяет  изучать в р а ­
щ ение и деп оляри зац и ю  спи на 'п ози трон и я . В настоящ ей работе  найдено 
временное распределение н ап равлени й  импульсов у-квантов.

Энергия, вы д ел я ю щ ая ся  при аннигиляции атома, значительно больш е 
энергии кулоновского взаим одействия  электрон а  и 'позитрона в позитро­
нии, поэтому д л я  н ахож дени я  ам плитуды  р асп ад а  молено применить им ­
пульсное приближ ение. Тогда точный матричны й эл е м е н т 'т р е х к в а н т о в о ­
го р а с п а д а  позитрония  зам ен яется  амплитудой аннигиляции свободной 
электрон-позитронной пары, вычисленной в пределе нулевых скоростей 
частиц.

П ерем н ож и м  в вы раж ени и  д л я  ам плитуды  аннигиляции свободной 
п ары  [4] м атрицы  Д и р а к а  и перейдем  к м атри ц ам  П аули. И спользовав  
явный вид спиновых функций позитрония [5], получим:
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ризация , импульс и частота t-ro фотона, а ; = ё ; Х Й 1, й г = — ; й2 и й3 полу-
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ч аю тся  'из iii с помощ ью циклической  перестановки  индексов. М ц а — 
ам плитуда  аннигиляции пози трон ия  с полным спином 1 и проекцией спи­
на / з; М о о = 0, что и следовало о ж и д а т ь  из соображ ений 'сим м етрии . К в а д ­
рат  матричного  элем ента ( 1) совп ад ает  с известным вы раж ени ем  [6].

З а в и с я щ а я  'от времени во л н о вая  ф ункция  произвольного состояния
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