
Рис. 2. Зависимости средних временных характеристик алгоритмов I, II, III (кривые 
1, 2, 3 соответственно) от размерности задачи

случайных орграфах и симметричных сильно регулярных орграфах не- 
значительно отличаются друг от друга. По-видимому, класс симметрич- 
ных сильно регулярных орграфов не является плохим входом для разра- 
ботанного алгоритма. Открытым остается вопрос поиска других таких 
классов орграфов. В терминах функций fk(V), где k=  1, 2 , . . .  , т, можно 
дать лишь их предварительную характеристику, нуждающуюся в даль- 
нейшей конкретизации.
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УДК 519.4
В. M. ШИРЯЕВ

ПОЛУРЕШЕТКИ С ПОЛУДИСТРИБУТИВНЫМИ 
РЕШЕТКАМИ ПОДПОЛУРЕШЕТОК

В данной работе исследуются некоторые структурные свойства полу- 
решеток (коммутативных полугрупп идемпотентов). Рассматриваются 
полурешетки с V -полудистрнбутивными и Д -полудистрибутивными ре- 
тетками подполурешеток.
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Решетка (L, Д, V ) называется V -полудистрибутивной [1], если для 
нее выполняется условие Ионссона (SD j ) [2]: а V b = а V c=s"
а V (Ь /\ с}= а ־*־ \ /  Ь. Двойственно определяется Д-полудистрибутив- 
ность решетки. Хотя условия полудистрибутивности и уступают в попу- 
лярности дистрибутивности и модулярности, тем не менее изучение по- 
лудистрибутивных решеток представляет интерес, так как условию 
(SD у ) или (SDa) подчиняются многие естественные классы решеток, 
например, подрешеток свободных решеток [3], переводимых решеток 
[4] . . .  , решеток подквазимногообразий квазимногообразий универсаль- 
ных алгебр [5, 1] и пр. Особая роль принадлежит условию (SDA) при 
изучении полурешеток, так как решетка конгруэнций любой полурешет- 
ки Д -полудистрибутивна [6, 7].

Из описания полугрупп с дистрибутивными и модулярными решетка- 
ми подполугрупп, полученного Л. Н. Шевриным [8—10] и М. Эго [11, 12], 
следует, что среди полурешеток только цепи (линейно-упорядоченные 
множества) обладают дистрибутивными (или модулярными) решетками 
подполурешеток. В данной работе показано (теорема 2), что это утвер- 
ждение остается верным, если требование дистрибутивности заменить на 
требование Д -полудистрибутивности. Теорема 1 характеризует полуре- 
шетки с V -полудистрибутивными решетками подполурешеток. В качест- 
ве следствия установлена V-полудистрибутивность решетки подполуре- 
шеток полурешетки с условием максимальности.

Придерживаемся терминологии и обозначений теории решеток 
[2] . . .  и теории полугрупп [13] . . .  . N означает множество натуральных 
чисел {1, 2, 3, ...} . Далее пусть (S, •)— полурешетка. Если a, b ^ S ,  то 
а ||6 означает, что а и b несравнимы. Если Лс;5, то < Л >  — подполуре- 
шетка, порожденная множеством Л или 0 ,  если Л — пустое множество. 
Через 2 (5 ) обозначается множество всех подполурешеток полурешетки
S. Вместе с пустым подмножеством оно образует решетку (по включе- 
нию) с операциями Д и \/ :

Л Д Б = Л  [\В.
Л V В = < Л  [jB>.

Эта решетка обозначается через 2 ׳ (S) и называется решеткой подполу- 
решеток полурешетки S.

Подцепь 5  полурешетки S назовем специальной, если выполняются 
следующие условия:

1) В упорядочена по типу т, т. е. В — {bh}h<=N и bj^ .bh j^ .k .
2 ) существует подполурешетка Л полурешетки S, не пересекающая- 

ся с В и такая, что
Y  k ^ N  3a^A(abh+1 = bh). (1)

Теорема 1 . Для того чтобы решетка 2 ׳ (S) подполурешеток полуре- 
шетки S была V -полудистрибутивной, необходимо и достаточно, чтобы 
•S не содержала специальных подцепей.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость■. Пусть для В и Л выполняют- 
ся условия 1) и 2). Положим В 1= {b2h-1}h<=N, 5 2 = { Ц л е л  Ясно, что ■׳
5 1 , 5 2 ^ 2 ' (S). Докажем, что

A \ J B l= A \ / B 2. (2)
В самом деле, согласно (1), для каждого k ^ N  существует а е Л  такой, 
что &2Й- 1  =  ab2k^  А \ /В 2. Поэтому B ! c z A \ / B 2 и А \ / 5! <= Л V Вг- Анало- 
гично, Л VВ2с !Л \/5 1 • (2) доказано. Однако Л V ( 5 1  Г152) =  Л V 0  =  Л ф  
Ф А \ / В 1, поэтому условие (SDV) не выполняется для 2 5 ׳י) )•

Достаточность. Пусть 5 — полурешетка, не содержащая специальных 
подцепей. Предположим, что Л, 5, C e 2 '(S) и

A\JB = A\JC. (3)
Докажем, что

ЛУ(ЯДС) =  ЛУ5. (4)
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Можно считать, что А, В, С е 2  (5). Достаточно показать, что
Вс=А\/(В[]С).  (5)

Пусть 6!е В  и предположим, что
Ь ^ А Ч  (В[\С).  (6 )

Из (3) следует, что для некоторых а!еЛ , &2е С  имеем 61 =  а!62. Но тогда 
ввиду (6) 6! е  (5 \С )\Л , Ь2־  е  (С \В)\А  и Ьх <  62. Далее по индукции 
строим множества А* =  {а!, а2, ... , ak), Вк+ !=  {£>!, 62, ... , 6*+1}, удовле- 
творяющие условиям: 
а) для всякого / ^ й + 1

6;е С  \  В, если / четное,
6 ,е В  \  С, если / нечетное;
б) ЛьсЛ;
в) b} = a}bj+u /=  1, 2 , . . . .  Л;
г) Л П Bft+! =  0 ;
д) b1< b 2< .  ■ ■<bk+1.

Из сказанного выше следует, что для Л1 =  {а!}, В2={& 1, 62} эти условия 
выполняются. Пусть теперь множества Aft и Bh+1 построены. Тогда из а) 
имеем в случае четного k\

bh+i^B \  С. (7)
Так как 6й+!еЛ  V В=Л V существуют йі+1е Л  и 6ft+2e C , такие, что

6^+1 =  a.h+ibk+2■ (8)
Если бы 6ft+2e B , то из условия в) для Ак и Bk+і имели бы: 61 =  а!62= . •. 
. . . =  а!а2 • • ■ ahbh+1 = ala2.. . ah+1bk+2^ A  \J (В (]С), что противоречит (6). 
Следовательно, Ьк+2^ С  \  В, так что условие а) для Вк+2 выполняется. 
Далее, из (8 ) получаем в), а также bh+1< b h+2, поэтому д) также выпол- 
няется для Bh+2■ Проверим г). Пусть j^.k-\-2  и Ь ^ А .  Если /=  1, то это 
противоречит (6 ), а для / >  1 имеем: bl = aib2 = . ■ . = а! . . .  а;_!6;е Л , что 
противоречит снова (6 ). Итак, условия а) — д) выполняются для Ак+! 
и Bh+2- Положим Л' = < а !, а2, . . . > ,  В '= { 61, 62, ...}•. Докажем, что В' 
есть специальная подцепь полурешетки S, что приведет к противоречию 
с предположением относительно S.

Ввиду д) В' есть подцепь S, упорядоченная по типу со. Так как А 'с А ,  
из г) ввиду B'— UkeNBk+i имеем А' [) В' = 0 .  Условие (1) выполняется 
ввиду в). Итак, В' — специальная подцепь. Противоречие показывает, 
что верно (5), а это и требовалось. Теорема доказана.

Следствие 1. Полурешетка с условием обрыва возрастающих цепей 
имеет V -полудистрибутивную решетку подполурешеток.

Следствие 2. Конечная полурешетка имеет V -полудистрибутивную 
решетку подполурешеток.

З а м е ч а н и е  Е Следствие 2 можно получить из теории двойствен- 
ности между полурешетками и компактными нульмерными топологиче- 
скими полурешетками, развитой в [14]. Именно, из предложения 1.4.1 
упомянутой работы следует, что функтор двойственности S-*-Z индуци- 
рует антиизоморфизм между решеткой конгруэнций полурешетки 5
(с единицей) и решеткой L(S)  замкнутых подполурешеток (с единицей)
дуальной компактной нульмерной полурешетки 5. Согласно [6 и 7], пер-
вая решетка V -полудистрибутивна, поэтому решетка L(S) \ / ־полУДи־
стрибутивна. Если предположить, что S получена из произвольной ко- 
нечной полурешетки Т внешним присоединением единицы, то отсюда 
получаем, что S '(Г) V -полудистрибутивна.

Следствие 3. Пусть S — полурешетка ширины 2. Решетка 2 ' (5) 
\] -полудистрибутивна тогда и только тогда, когда для каждой компо- 
ненты разложения S в ординальную сумму ординально неразложимых 
подполурешеток цепь разложимых элементов не содержит возрастающих 
подцепей.
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Это следствие легко получить из теоремы 1 и описания полурешеток 
ширины 2, данного в [15].

Теорема 2 . Решетка 2 '(S ) подполурешеток полурешетки S Д -полуди- 
стрибутивна тогда и только тогда, когда S есть цепь.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если 5 — цепь, то S '(5) дистрибутивна и по- 
тому Д-полудистрибутивна. Обратно, предположим, что 2 '(S ) Д-полу- 
дистрибутивна. Пусть а, и а\\Ь. Тогда a’b < a , ab<ib и так как {а}, 
{Ь}, {afr}e2 '(S ), из {ab} f| {a} =  {afr} f| { b }= 0  должно следовать, что 
{ab} П < а ,  Ь >  =  0 , однако a f re < a , &>•
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УДК 517.544
T. H. ?.КОРОВИНА

ОБОБЩЕННАЯ ЗАДАЧА РИМАНА 
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ НА ТОРЕ

Пусть M = M°UdM — любая из следующих фигур в плоскости комп- 
лексного переменного г: прямоугольник, ромб, правильный шестиуголь- 
ник (здесь М" — множество внутренних точек рассматриваемых много- 
угольников, <ЗМ — граница); L — линия симметрии М. Обозначим через 
А множество вершин фигуры М, и пусть а(/) — гомеоморфизм простран- 
ства (9М\ Л на себя, сопоставляющий в прямоугольнике и шестиуголь- 
нике каждой точке /едМ  \ Л  ближайшую к ней точку а(/),  лежащую на 
противоположной (параллельной) стороне М, а для ромба с вершинами 
в точках 0, Pt-\-iK, Р—іК, 2Р под а(/) будем понимать следующую 
функцию:

i t  +  ( P ± i K ) ,  t t E] 0 ,  Р - І К [ ,
11— (Р - -  ІК), t<=]P- - ІК, 2PI  

Рассмотрим краевую задачу:
ср+(х) =аср־ (л') +6ф־־(.г־) +с, x<=L, (1)

ф[а(/)] = ф(Д, ZeSiCidM, (2)
где дМ = 2! (J 22, а(2!) = 2 2.

Требуется найти все аналитические, ограниченные на М функции 
ф(2), удовлетворяющие условию (2) на дМ, Я-непрерывно продолжи- 
мые на L, где должно выполняться краевое условие (1). Из условия (2) 
следует, что задача (1) — (2) на М равносильна краевой задаче (1) на М. 
в классе двоякопериодических функций (примитивные периоды обозна- 
чим через Г! и 72) или, что то же самое, задаче (1) на торе М!, который 
получается после «склеивания» противоположных (параллельных) сто- 
рон фигуры М. Контур L предполагаем таким, что его образ на торе 
М1-замкнутая кривая.
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