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В. В. МИТЮШЕВ
УДК 517.948.3

О ЛИНЕЙНОМ ФУНКЦИОНАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ 
В КЛАССЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Рассматривается функциональное уравнение

(p(z) =  G(z)<p(sz)+g(z), | z | < l .  ( 1 )
Известные функции G(z), g(z) и искомая функция tp(z) аналитичны в 

единичном круге, |G (0 ) |^ = 1 , s = e2nie, где 0 — иррациональное число. 
Представим функции cp(z), G(z), g(z) в виде рядов Тейлора в окрестно-

00 оо оо

сти нуля ф(2) =  2  ak 2*י G(z) =  2  Та zk, g(z) =  2  &kzk• Подставляя эти
k=0 k=0 k=0

ряды в уравнение ( 1 ) и приравнивая коэффициенты при одинаковых сте- 
пенях z, получим простой алгоритм вычисления коэффициентов ак, k — 
= О, 1 , 2 , . . .

ocft=Y0Sftafe+Y1Sft- 1a ft_1+ . . •+уha0+ g h, k = 0, 1 , 2 , . . .  (2 )

Вопрос состоит в том, будет ли полученный ряд сходиться при | z | d .  
В работах [1, 2] доказывается сходимость ряда при следующих ограниче- 
ниях на известные функции:

а) | у« I >  2, | v j <  gi +  g* . k = \ ,  2, . . . ;  | gk | <  ( 1  -  b)«, k =  0, 1,... 
О <  б <  1.

б) G(t) = At +  В, I Л  | <  2 В ן %-  | > 2 , 1 ёГо I d  1, \ g k \ <  * {־״־  —  . k =k
= 1, 2, 6<4•־

в) min Isn — G(0) I >  •• T 6 , 0 < 6 < 1 .
n> 0 0

Л е м м а .  Пусть непостоянная аналитическая в области D функция 
f(z) принимает в D значения, по модулю равные единице. Тогда множе- 
ство всех іе Д , таких что \f(t) | =  1 образует кривые, каждая из которых 
разделяет область D на две связные компоненты.

Доказательство легко вывести из принципа максимума.
Пусть U — такая кривая, что |G(/ ) |  =  1, t ^ l !; | G (z) | <; 1, zeD ;,; 

|G(z) I >  1, 7 e G;״ где Д , — область, ограниченная кривой I! и содержа- 
щая точку 2 = 0 , G1t — дополнение множества Д , U /! до единичного кру- 
га. Пусть г! =  m in|^ |, Д  =  т а х |^ |. В случае, когда контур имеет другой

teh teli
вид, уравнение ( 1 ) будет решаться аналогично.

Применяя к уравнению (1) в круге | z | ^ /  -принцип сжатых отобра !־
жений, получим, что уравнение ( 1 ) имеет единственное решение, анали- 
тическое, по крайней мере, в круге | г | < г 1. Записывая равенство (1) 
в виде

g(s-'z) 
G(s~1 z)cp(s 1 z)1

G(s־ *z)
ф(2) =
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!в кольце / ? ! < |z |< l ,  аналогично получаем существование решения 
в этом кольце.

Пусть кривая 11 не является окружностью. Тогда существует такое 
натуральное п, что для кривой 12, образованной точками t<=C, такими что 
| G (t) G(st). . .  G (snt) 1  = <выполнены неравенства rz ,ן  r u R2<.R1■ Здесь 

.r2=min 11\, ^ 2  =  max| ^| .  Применяя принцип сжатых отображений к
iZEl г t l̂z

уравнению
ф(2 ) = G (z) G (s2 ) . . .  G(sn2 )cp(sn+12 ) +G( z ) G( s 2 ) . .. G (sn~1z)g(snz) +

+  G (z)G (sz)... G(s2 ׳1־ z)g'(s1״ z־ ) + . . .+ G (z)g (zs)+ g (z ) (3)
при 12 1 C r 2, i?2< | z | < l ,  получим существование решения уравнения 
(3). Решения уравнений (1) и (3) существуют в областях | 2 |< ;г 1 и R 1C  
< | 2 | < 1  и единственны. Уравнение (3)— следствие уравнения ( 1 ). Зна- 
чит, уравнения (1) и (3) эквивалентны. Таким образом, решение урав- 
нения ( 1 ) существует, по крайней мере, в областях 12 1 < ;г2,
По уравнению (3) строим числа г3 и R3, аналогичные ru гг\ R1- Продол- 
жая этот процесс неограниченно, получаем последовательности {rft}, {א }̂. 
Последовательность {rft} ({Ru}) возрастающая (убывающая) ограничена 
сверху (снизу), поэтому она имеет предел. Пусть Нш ц  = г, Нт

& -V 00 k-*-oo
Обозначим через 1= {геС , | 2 | ^ /?} . Если на k-ou шаге получим 
окружность, то / =  {геС, г— 1 2 | =R}.

Теорема 1.1. Функциональное уравнение (1) имеет решение, по край- 
ней мере, при | 2 |< ;r, R <  |2 | < 1 .

2. Если множество I не имеет общих точек с единичным кругом, то 
уравнение ( 1 ) имеет единственное решение при | 2 | < 1 , определяемое 
■формулами (2 ).

Ограничения а) и б) работ [1, 2] являются частными случаями вто- 
рого пункта теоремы.

z 1 <! 1. Уравнение кривых 1к

• • +  s*) =
1 — s------г- , то

или Re г1( 1 +  s +  s2

ף < 4־  или 111 >  -

Пример.  ф(2) — 6 2 <P(S2)+ g - ( 2),
t -  J L  St-  —  skt -  —

имеет вид \e 2 e 2 . . .  e 2 | =  1 

=  Так как | ^ | - | l  +  s +  s2+ - - . + s
для достаточно больших k 11 \ 1  и применим второй כ> то есть г 1 ,כ> 
пункт теоремы.

Критерий аналитического продолжения решения через множество I 
не известен. Установлено лишь, что возможны оба случая. Рассмотрим 
частный случай уравнения ( 1 ), когда до конца выясняется вопрос анали- 
тического продолжения через множество /.

Пусть G (z) =%znG\(z), где G1 (0) =  1, а также G!(2 ) 7 ^ 0  в единичном 
круге. В работах [2, 3] рассматривались равносильные задачи

Х(2 ) =G!(z)x(sz), |z | <  1, (4)
X1 (2 ) = X ! ( s z ) + l n  G!(2 ), Iz I <  1 (x ! (z )= ln x (z ) )

при некоторых ограничениях на функцию G!(z) и число s. Например, 
в работе [2 ] имеется следующий результат.

Теорема. Пусть для коэффициентов /־& разложения в ряд Тейлора 
функции In G! (2 ) выполняется неравенство

с > 0 , 8 > >Н־0

(k0—некоторая по-
+ тa<, 2־ r g s -  —для любого е из отрезка (0 , б)

стоянная) при любых целых т и п .  Тогда задача (4) имеет решение вида

V  гкг»
- & 1־

Х(г) =  ехр
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Будем предполагать, что ограничения, указанные в работе [2] или [3], 
выполнены, т. е. функцию G!(2 ) можно представить в виде G!(2 ) =
=  , причем х(г )Ф0  в единичном круге. Тогда уравнение (1) рав-

A \S Z )

носильно уравнению
ф(2 ) = 5) ,1 >  | +1)2,( 12׳ ג2)י|ו"52(/ )

где ф(2 ): = (у-, /г (г) = Займемся исследованием уравнения (5).Мг/ Мг^!־- 
Пусть п =  0, тогда множество / представляет собой единичную окруж- 
ность только при |Я| =  1. Значит, по теореме 1 получаем, что задача (5) 
при п =  0 разрешима. Пусть п > 0. Случай п-<0 исследуется аналогично.

При п > 0  множество I является окружностью радиуса /־ = /?= |Я| " 
с центром в нуле. Если <3 : или |5 ־;1 : 1 ג ־ | , то по теореме 1 уравнение (5) 
разрешимо. Рассмотрим случай, когда | 1 < ג כ| .

Из формулы (2) следует, что коэффициенты (+ k = 0, 1, . .. ряда Тей- 
лора функции 2 ־i׳вычисляются по соотношениям: Pk = Xs (י|ו( nph~n-{-hhr

k ^ t i ,  $k = hk, £ < « ,  где h(z) =  ^ h kzk. Отсюда
k=0

fikQ = ג ״   Skq—n + k l/—2n+ ■ ■ ■+q ג " 1 -1   Skq ~ n+ kq ~ 2n+  ■ ■ ' + 1 + n Ilq+n  +

+  • • • + ג  si hk^—n,
где kg — все натуральные числа, дающие остаток q при делении на п, 
q — 0, 1, . . . , п—1. Переписываем последнее равенство в виде

Р^ =  Л ” Л г‘+״־ + hkq{X), где hkq(X):= hq • • ■ +״2  11д+пך ^ ־  +

+  • • • +  hk k -------- ---------------־ , q = 0 , 1 , . . .  , 11 — 1 .ц *q 4

X  n  S k q - n + k q ~ 2 n +  • • ■ + ?׳
__  _ __  __ 1_

Если lim \hk (ג ) I +  0 хотя бы для одного q, то lim |Р/г| ^  | ג |
kg'*™ k~*' ]

Отсюда следует, что радиус сходимости ряда р*2й меньше | ג-־״־ | .
о

Так как | 1 < ג | נ , то в этом случае и уравнение (5) и исходная задача (1) 
не имеют решений.

Обозначим через Hq(w): = Y\mhk (до), <7 = 0, 1, . . . ,  п— 1. Пусть pq —
V ־’0 4’

радиусы сходимости рядов Тейлора функций Hq ̂־־־־־j в окрестности нуля. 
Тогда min(pQ) совпадает с радиусом сходимости ряда Тейлора функции

׳7
/1 (2 ). Поэтому для разрешимости задачи (5) необходимо, чтобы функ­

ция /г(2 ) аналитически продолжалась до окружности |/ | = Ш " и вы-
1

поднялись равенства Hq(X п ) =0, <7 = 0, 1, . . . , п—1. Необходимое и до- 
статочное условие разрешимости задачи (5), но более сложно проверяе- 
мое практически, имеет вид

пт у ! L  (1 ,0 = ג ״ , <7  ) | < ן ג ן , . . . ,  л - 1 .

Это следует из соотношений:

У  .  _!_ _ кя г —-------V ן ״ ג ן  |A*?(X)J= |Xrmaxftlim | / | А а״(Я)|.1 >  Нш у | рА | =  шах lim
—q kg ־י■׳־־* ™
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ПОКАЗАТЕЛИ РЕШЕНИЙ КВАЗИЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ

Наряду с линейной системой
x=A(t)x ,  (1)

где Л (О— непрерывная ограниченная (||Л(0Н^Л4) при t~^ 0 матрица, 
рассмотрим квазилинейную систему

y=A( t)y+f( t ,  у), (2 )
где непрерывное т-возмущение /(/, у) удовлетворяет условию

IIf(t, у2) IK!V max(III/!II1 ״1־ , Цг/2111 ״1־ ) IIг/1—1/211,
\\у\\<Н, 1^0 ,  т > 1 . (3)

Пусть показатели . . ^ а -системы (1) отрицательны. В слу ״
чае постоянной матрицы A ( t ) = A  А. А. Шестаковым в [1 , с. 267] изучена 
структура множества 2  показателей нетривиальных решений системы 
(2 ), выходящих в момент t = 0 из любой достаточно малой окрестности 
начала координат у = 0. Для правильной системы (1) при дополнитель- 
ных предположениях на показатели системы ( 1 ) и т-возмущение /(?, у) 
аналогичный [1] результат получен в [2]. В работе [3] построены оценки 
решений системы (2) — (3). Цель настоящей работы — изучить структу- 
ру множества 2  в общем случае системы ( 1 ).

Пусть X (?) = (Xij(t) ) — нормальная упорядоченная фундаментальная 
система решений системы ( 1 ), показатели столбцов которой л! <7 

. .<Ър соответственно кратности п!, П2, . . . , пр, «1+ « 2+• ■ ■пр = п. 
Положим Q =  (Я1, Х2, . . • , 7,р}. Пусть б; — показатель t-й строки матрицы 
А1־ (?) =  (xij(t)), тогда коэффициент неправильности Д. М. Гробмана 
аг [4] вычисляется по формуле аг =  max {аг +  8,}. Обозначим у\У] =

1 < 1  п

=  Ш п-|1־ п||г/(0 1 |•

Лемма 1. Если выполнено условие
(4)(т— 1 ) а +״ а г  < 0 ,

то 2 ^Q .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме Д. М. Гробмана [4] при выполне- 

нии условия (4) существует достаточно малая окрестность начала ко- 
ординат ||у||<:/1, 11< Н , что все решения y = y{t) системы (2 ), выходящие 
в момент ? =  0 из этой окрестности (||г/(0 ) ||1 />  -неограниченно продол ,(־
жимы вправо и удовлетворяют условию

Пусть г/ =  г/0(0 , ІІУо(0)||< /г , любое нетривиальное решение системы 
(2). На основании принципа линейного включения [5] г/ = г/0(0 является 
решением некоторой линейной системы

y=A(t)y+Q(t)y ,  ||Q(0 1КЛП|г/о(0 И™5) .0 ,1־ )

Так как то для любого е > 0  справедлива оценка

||t/о(?) ||^Дее<а״+е)г, ?6) .0־־כ)
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