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СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
ДЛЯ ОРТОТРОПНОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ 

С ВНУТРЕННИМ ПРЯМОЛИНЕЙНЫМ РАЗРЕЗОМ

Пусть упругое ортотропное тело занимает в плоскости комплексного 
переменного z — х іу область S~(y <  0), ограниченную прямой 
Lo(y =  0). При этом будем предполагать, что компоненты напряжений 
и проекции смещений на оси х и у  в области 5־  определяются по фор- 
мулам [1]: 2

оу =  2Re 2  [sy• Ф (2}) +  tij Ф (г,)], z; = х +  ц}у,
/= 1 2

ах =  2Re 2  IsJ И/Ф (7) +  п} Ф (г־,)],
1=1

2

׳ז ху =  — 2Re 2 to Р7 Ф to) +  ni Р7 Ф to) 1 י Р; =  fy. ( 1)
/=»

2

И =  2Re 2  to Р; Ф (г7) +  «Ў Р7 Ф to))י Рі = Сц Р/ +  с!2>
/=12

2 = Re 2ע   to 97 Ф to) +  П3Я3 Ф to)]. \1fij = си (1/ +  с22,
/= 1

где Ф (zj)— произвольная аналитическая функция; щ — характеристи- 
ческие числа; tp'(zj) = Ф (zj); Sj, tij — произвольные постоянные; — 
коэффициенты закона Гука.

Вначале рассмотрим смешанную краевую задачу, полагая, что на 
отрезке L ' {\х\<С а) силой р0, направленной по оси у вертикально вниз, 
вдавливается плоский штамп, касательные напряжения тху = 0 на L'; 
внешняя нагрузка на участках L" =  L0\ L '  контура L0 и компоненты 
напряжений на бесконечности отсутствуют. Кроме того, предположим, 
что в некоторой точке N0(xo, г/0) внутри области S־  приложена сосредо- 
точенная сила с проекциями (Jf0, Го). Требуется найти функцию Ф(г;), 
удовлетворяющую краевым условиям на L0 и условиям однозначности 
перемещений в области 5־ .

При построении решения этой задачи искомые функции напряжений 
будем искать в виде:

(2)

Ф to) =  2  +  ~ + Иь°0 דך  - Й&0 +  Фо to). *7 ־ ►  ЪZ} Т•׳ й=I Zj — xh

Фо t o ) •  ZJ ־־* ХЎ
Xk «о +  Vft b0

Zj — X1 k=\ Zj — Tk® to ) = - A -  +  2— Ti

Здесь ®0(2j)— функция, голоморфная в окрестности точек т; =  х0 +  р;г/ 
и т;•; а*, §й, Я*, vs — произвольные коэффициенты. Постоянные ао и Ь0 
определяются по формулам [1]:

(3)
п ___ Г0 +  г)Х״ , __  к (уо -f- цХ0)
0 2яі(1 +  х) ’ 0 2ш1)־+ х ) ’

І v  =  УЎІУ2 (Y1 +  У2 +  У уГтГ) Сц +  си  
У у ! У 2 ' V  71 Y2 (V1 +  V2 — K y! Т2) с״  — с12
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Распоряжаясь значениями коэффициентов Sj, щ, а*, Рй, Яй, vs, согласно 
формулам (1), получим граничные условия на L0 в виде:

Ф<Г (х ) — Ф;}־ (х) =  0, х е  L", (4)

1т  [Ф^־ (х) — Фо־(х)] =  0, 1т  [у, Ф + (х) ־̂  Ф^ (х)] =  g ( л:), х е  L ' , (5)

= kh — xafc, Bh + ף) — (ף Gk =  n0skqk ,Gfe Qq +  Bh bn
x — 1 игде g (x) =  — Im 2

Й=1

=  Р0«й^й(г1 — ף) +V fe — xPft, afe =  — sfe(l — т]Рй), Рй■= — nh (l — 4jTfc), 
K  =  Sh(1 — •пРй). =  Пй(Г— лрй), Po =  [V/ yTyT(Y1 +  Y2 — V r r h ) c lx~

y y i  _  s VT1 _  n v y i
2 ( У 71 —  V 72) ’ 2 2 ( / v1 - / 7 2 ) ’ 1 2 ( / V1 +  / V2) ’

Ограниченное на бесконечности решение краевой

^12 [ * י —

У уі'п2 = ---- ..____
2(К71 +  К72)

задачи (4) определяется известным способом [2].
Пусть теперь в полуплоскости S־  имеется прямолинейный разрез L, 

расположенный вдоль отрезка оси у. На берегах разреза зададим само- 
уравновешенную, непрерывную по Гельдеру нагрузку (верх-
ний знак относится к левому берегу разреза L).

Следуя методу работы [3], предположим, что вдоль L действуют непре- 
рывно распределенные усилия. Тогда функцию Ф(г^), описывающую 
поле напряжений в данной полуплоскости с разрезом, можно предста- 
вить как результат суперпозиций (dy — элемент отрезка L ) :

( 6)dy,

dy,

a k  Q0 ( t )  .  , Р й К  (*)

ZJ — h

Vft fro (0  

*} — *ft

Z j  —  t h  

a0 (0

a0 (*) 
Z1 — h

К  ( t )

k=\ L 2І ~  ІІ

X.
Ф(г,)=Ф0(г,) + 2  f

k = \  L  

2

Ф (2y) =  Ф0 (Zj) +  2  ,f

(7)

— *ft

m  (~ \ — *  (zi) (־ g 1 (x)dx ן ip0 X (zj) 
01 я (х + 1 ) } a X+( x) ( x  — Z j )  ' 2л

где

= gl (x) .־  Im 2  j  о*М 0 +  Д*М*),. dy_ (8)
ft=l LV z? -a °

X(zj)=■

Подставляя значение g!(x) из (8) в формулу (7), меняя порядок 
интегрирования и вычисляя внутренний интеграл, получим

Z

2  {J [Gft«o(0 + Bhb0(t)]A(zjt *й) dy —1
A=I L2(Х+ 1)= (־־;) Ф0

-  f [Gfcflo(0 +  Bft6o (*)נ л  (zj, th)dy} +  — - fo ------- ,
L  2л 1 2 ׳ ■ — a2

V̂ z? — a2 — ]Л ! — a2 
"K2? —  a 2  (2y —  /ft)

где Л (Zj, th) =

Учитывая формулу dtj = \1jdy  и вводя функции f (t) =  — Q° q(t) =
2л с bn (/) /о\= --------- 2-^-, приведем (6) к виду:

V•)
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1 Г f{t) dtj 1 V  f Рй q (0  -  « а /  (0  л!
2лі  2 — 7̂ у ״  2лі ■£* Jk=\ L

— aLh
th — zy

9 )7( dtj 1 ז 1 ג
2

V ־)  К  f i t )  — Vk'qit) At
2лі 1 t j - Z j 2яг &=1 L

- -  a ik,
th — zy

z.

Ф0(2у) = — 4nf (K +  1) 2  (5 fBhQ(t) — Ghf{t)]A(Zj, tk) dth —

— f [Gk TW— Bh <7 (01 Л (zy, 0 ) d th } + -----
L J 2я У  г? — a2

Функции, определенные равенствами (9), обеспечивают выполнение гра- 
ничных условий на границе полуплоскости.

Функции f(t) и q(t) определим, удовлетворяя условиям на берегах 
разреза:

2 2

2Re 2  Is! Ру Ф± (0) + ״  у Ру (0)1 + Re 2 ף2   10 Ру Ф ) + ־0״ ( уРуф ±(0)] =  
у=1 у=1

= Ох— r\Txy — F-(t) , (tEzL). (10)
Подставляя предельные значения функций (9) в краевое условие (10) 
и вычитая из первого равенства второе, находим

q ( t ) = w ( t )  +  A n f )  +  Df( t) ,  (tEEb), (11)

где w(t) =  ^ - [ р 4/М 0  — Р2М 0 Ь Л =  - j -  (р2рз — Р1Р4). -D =  4 ־ (P1P2—
2 ' 2

— Р3Р4)י Fj. (t) =  F+ (t) — F-  it), Pi =  2  14  s! (py + = P2 <(וי   2  И׳у״ у (Py +
y=1 y=1

2 2

+ = P3 י(ך   2  І0sy (i*y’+ י1י(   P4 =  2  fy ni (Py + = A י(ף   P4 — P2• Склады- 
y=1 y=1

вая предельные равенства и учитывая (11), после преобразований придем 
к сингулярному интегральному уравнению относительно неизвестной функ- 
ции f ( t ):

• dtj -f־Уу - ^ У У  f  (t) Yy +  14VJ f  k j f ( t ) - m j f ( t )Г kif (0 — my1
£ О — Oo■ dt j

. Г tcj f (t) —mj j
L 0' 002y=1

( 12)+  (”1 — Yy) /c (00) + + ףו)   Yy) Д  (00) =  /7o (0- t ЕЕ о
Здесь

2 ,
ь -/ ׳̂ ץ  _ X 1 J ?У Г Руь f ( 0 — a  ik f (0 7У (sy — «у) Г Г / J  t / j\ ן
* ( л) ־ ־ ^ i ^ r 2 ג —־־ ш -(х+1) У w*f (0 +

+  c f t / ( 0 ) A ( 0 o> 0׳ )  +  J(^ ft f  ( 0  +  /  ( 0 )  A  (0 o> t־ h) d t k

kj — s; ftjF), ntj tij A, Ch — BfrA, dh BkD G (syPfe -b̂ ŷ fc).z4> 
Oyfe =  Sy (Pfc D — ah) — «у (Лк — V& D),

Г feym (0 dtj
J У у — 00

״) ו — Yy) (00) + + ו״)   Yy) /С1 (00)} +  f+ (0 + 00) ־ .

f Yy ־  tTlY/ P n j w ( t ) d t j Yy +  JTlYy P

l J f ־״־  y - O o JW J
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к л ( / . 0) =  -V  I y j  Г n j \ h w( t ) d t h _  у]  Г Sj w (t) dtk p0y j ( s j - n })
J0 £ Л п‘ I  h - t ]O л ' l  tk - t j 0 n i V t % - c f i

+  2L(S(x+TT [I “׳ {l) A  & + dth '״  1 ^ 7) Л (*Л’ 7*) <״ *]}•L> L•
Интегральное уравнение (12) обычным образом [4] сводится к си- 

стеме линейных алгебраических уравнений относительно значений плот- 
ности f(t) в узлах интерполяции.

Уравнение (12) необходимо решать совместно с условием однознач* 
ности смещений, которое в рассматриваемом случае имеет вид:

2  { f IV; W ) + І'і Ш  (О + й0)1 dtj - r] ן  ; f (t) +  lj (A fW  + w(t))\dtj -
/, k= l K׳L 1 J L

- x  f [Ркі4/(0 +  (РкО - а к)7 а )  +  Р к Й 0 Г Л л +  \ l ( K - v hD ) f ( t ) -
L ■ L

— vhAf ( t )  — vk w(t)]dth +  j ־־ ■ Re \ [B hw(t) +  chf(t ) + d hf(t) ] dth J —
— Po(x — 1) = 0 ,

где r} =  po (pj — ivh) (sj +  rijD), r] =  p0 (p} — r\q3) (s} +  n} D), lj =  p07״  X 
X ( P j — W j ) ,  l i =  Po t i j  ( р } —  щ ) .
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УДК 517.925
А. В. КОЗУЛИН

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 
ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА

1. Необходимые условия. Рассмотрим дифференциальное уравнение 
вида:

( 1)
Рп(г, W) 
Qm (г> ״ ׳ ) ’

f ИW

Qm(z, w ' ) = ^ q h (z)w'n
k=0

п

где многочлены Р п (г, w') =  2  pk (z)w'n ,
k=0

предлагаются взаимно простыми, a ph(z), qk(z)— аналитические'коэф- 
фициенты в области D.

Выделим такие классы уравнений (1), решения которых имеют осо- 
бенность, в окрестности которой главная часть есть полюс первого по- 
рядка, т. е. если w — решение уравнения (1), то

( 2)

(3)

где zo е  D ,  <х1 — целое число.
Обозначим w' через и. Тогда (1) примет вид:

Рп (г, и) 
Qm (г> и) '
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