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О НЕКОТОРЫХ МЕТОДАХ 
ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ЖЕСТКИХ СИСТЕМ

Рассмотрим задачу  Коши для системы обыкновенных дифферен
циальных уравнений первого порядка

u ' { t ) - \ ~  f i t ,  u ( t ) )  —  0 , и  =  (Wi, . . . ,  и п ) т, f  =  ( f i ,  . . . ,  f n ) T ■ ( 1 )
'Х арактерным примером жесткой системы вида (1) может служить си
стема

u' ( t )  +  A u ( t )  =  b, А  =  А?  >  О, Ъ =  (Ьи . . . ,  Ъпу ,  (2)
с большим разбросом собственных значений \ \  <  <  . . . <  матри
цы А. П ри построении эффективных методов численного решения таких 
систем обеспечение лишь классических требований аппроксимации 
и устойчивости часто оказы вается недостаточным. В конструкцию ме
тода приходится заклады вать  дополнительные свойства, гарантирую щ ие 
более высокий уровень согласованности дифференциальной и соответ
ствующей разностной задач.

Обратим внимание, например, на следующее свойство системы (2): 
если вектор r{t) =  b — A u ( t )  не является собственным вектором матри
цы А, то отношение Релея |д*(г( 0 )  =  rT ( t ) A k+ir ( t ) / r T {t )A kr ( t ) ,  k ^ O ,  
монотонно убывает во времени для любого отличного от u( t)  =  A~lb ре
шения рассматриваемой системы. Д л я  проверки этого свойства доста
точно, учитывая неравенство Коши — Буняковского [1], выяснить знак 
производной по t функции р л (г(7 )). При конструировании численных ме
тодов естественно потребовать, чтобы аналогичное свойство (для крат
кости  станем назы вать его свойством ^-монотонности) имело место 
и в случае соответствующего приближенного решения, при этом в доста
точно широком диапазоне изменения парам етра дискретизации % >  0.

Рассмотрим два семейства методов первого порядка точности вида
p = y — xpo(n)f  (3), у = у  Tp0(p,)f ех р (ц т ), (4) p =  pft(p ), k ^ O ,  (5)

где у  ж  u{t ) ,  у  «  и i t  -j- т ), f  =  f{t ,  у)  = A y  — b =  — р, f  =  f { t  +  т, у) ,  
р о (ц )= [1  — ех р (— р т )] /ц т , являю щ ихся естественным обобщением на 
случай неоднородной системы (2) методов типа (4), (8) и (5), (7) из [2]. 
Аналогично [2] для методов (3), (5) и (4), (5) проверяю тся свойства 
устойчивости в смысле убывания нормы р «  r( t )  в соответствующем 

-энергетическом пространстве. Кроме того, оказы вается, что методы (3),
(5) и (4 ), (5) точны на решениях вида u( t)  =  A~ lb +  cgj- e x p (— Kit) =  
=  Гi (t) системы (2), где |* (t == 1, 2, . . . ,  я ) есть собственные векторы 
матрицы А  (ортонормированные, скажем, в рассматриваемом энергети
ческом пространстве), a a { i  — 1, 2, . . .  , я ) —-произвольные постоянные. 
Это проверяется непосредственно. Последнее свойство методов (3), (5) 
и (4), (5) особенно важ но при выходе реш ения на так  называемый регу

ляр н ы й  режим [1], когда справедливо приближенное равенство u \ t ) та 
« А - 1Ь - \ - с ^  e x p (—.%i, t) = Г 1 (^), CiФ0.  Функция pk{r ( t ) )  для случая 
решения Г1 ( /) , очевидно, тождественно равна

Заметим, что для  неявного метода (4), (5) при любых т >  0 выпол
няется и свойство ^-монотонности:

P h i p ) <  ph{p),  р = b — Ау.  (6)
.Аналогичное (6) требование в случае явного метода (3), (5) приводит 
к ограничению на ш аг т >  0 вида

тр0( ц ) < 2  /(Jk+i{p), (7)
где ц =  ц а(р ), ah+ i ( p ) =  ixft-t-i(p) ( 1 +  Ak+i(p)/Ah (p ) ) ,  Ai (p)  =  va+i{p) — 
~  m (p )-

Если условие (7) не выполняется, в метод (3), (5) можно ввести 
корректирующий множитель p(v) (0 <  p(v) ^  1, p(v) =  1 +  0(rm), 
m  ^  1), зависящ ий от парам етра v ^  0:
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9 =  У — T p(v)po(|i)/. (8>
Тогда требование (6) вместо (7) порождает неравенство Tp(v)po(p) <С 
<  2/oh+i{p),  которое, например, в случае

p(v) =  (1 +  VT)-1, v  ^  О, (9)

приводит к следующему ограничению на выбор v: v >  \ /2oh+i(p)po(p) — 
— 1/т, р =  рй (р), k ^ O .

Если вместо (9) корректирующий множитель p(v) в (8) взять, ска
жем, в виде р (v) =  [1 — Tvpx (р)] /  [1 — Tvp0 (р)], то для выбо

ра vi>0 можно рекомендовать правило v = | ^ ’ где £ =  тРо(Р')Х

X 0Т-и(р) — 2, л =  т[тр0(р )а /г+1(р)р1(р) — 2р0(р)], р =  р 0(р), ^ =  О V 1- 
Построенные выше методы могут быть использованы и в общем слу

чае системы (1). Д ля  вычисления \ ih(r( t) )  при этом естественно поло
жить r ( t ) — — f( t ,  u ( t ) ) ,  а в качестве матрицы А  взять, например, м ат
рицу Якоби системы (1) или ее аппроксимацию. Вместо вектора r( t )  
можно использовать такж е вектор Aw =  u ( t ) — u ( t  — т ). Тогда вычисли
тельный процесс может быть несколько упрощен: взамен вектора A r ( t )  
здесь можно брать вектор f ( t ,  u ( t ) ) — f ( t  —  т, u ( t  — т) ) .  Последнее осо
бенно существенно для неявного метода вида (4), (5) при k  =  0.
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В. Г. ШЕПЕЛЕВИЧ

ФОРМИРОВАНИЕ НЕОДНОРОДНОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ 
С-ОБРАЗНЫМИ МАГНИТНЫМИ ЛИНЗАМИ

М агнитная система, состоящ ая из двух С-образных магнитных линз, 
формирует неоднородное магнитное поле и используется в ряде 
устройств, например, гальваномагнитных преобразователях механиче
ских величин [1, 2]. Схема такой магнитной системы приведена в верхнем 
углу рис. 1, где точка О является ее центром симметрии. Ось ОХ  п ар ал 
лельна плоскости полюсов, ось ОУ перпендикулярна к оси ОХ  и леж ит 
в плоскости рисунка, ось OZ  перпендикулярна к осям ОХ  и ОУ и на ри
сунке не указана. При перемещении гальваномагнитного преобразовате
ля вдоль оси ОХ  изменение его сигнала определяется градиентом компо-

Рис. 1. Зависим ость а т от величи
ны рабочего зазора  d магнитных 
линз и схем а магнитной системы

Рис. 2. В лияние внешнего м аг
нитного поля В ; на смещение 
нулевой точки А х  ( 1—В {||ОУ; 

2 — Bi 1IOA; 3 — BA\OZ)
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