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Н Г У Е Н  Ч А Н

О МЕТОДАХ РЕШЕНИЯ ИГРОВОЙ ЗАДАЧИ  
НЕ ПР Е Р Ы ВН Ы Х  ЛИН ЕЙ НЫ Х  СИСТЕМ

1. Прямой опорный метод. Рассмотрим задачу (1): ф( я ( - ) )  =  
=  A ,=m inc'x(^)-^m ax; x ( t ) = A x ( t ) + b u  (t ), t e T  =  [0, t*}, где с, b, х0, x(t)  —

t<=T ,v(0)=jc„
я-векторы; с ' Ь ф  0; u(t) — скаляр; А — матрица, « '» — знак транспонирова­
ния.

Допустимым управлением считаем всякую кусочно-непрерывную 
функцию «(•)> | и ( 0 |^ 1 >  t<=T. Понятия оптимального и е- или субопти- 
мального управлений см. в работе Р. Габасова, Ф. М. Кирилловой (Кон­
структивные методы оптимизации.— Минск, 1984.— Ч. 2.— С. 52).

Пусть F(t ,  т ) , F0 (t, т ) — решения матричных дифференциальных
уравнений — F (t, т) =  A F  (t, т), F,t, (t, т) =  ФЛТ-’ф (t , т), F(т, т) =
=  F® (т, -г) =  Е (единичная диагональная матрица), Ф =  Е  — bc'/c'b.

Опорой назовем совокупность 5 0п =  { /оп, /оп} из отрезков / оп =  {/; =  
=  [ t j ,  т‘] cz Т, i =  1, яг}, %i < т ' < ' г г-+ 1, и точек о̂п =  {t}, j  = 1 ,  яг— 1} сп

гг
С = Т \  и (тг, тг), t j < t j + 1, для которой d e t p on^ 0 ,  где матрица Р оп =

t=i ___
=  ( p i j ,  i, / =  1, m), p t j  =  c'GikF(Tfe, tj)b, если <  ^  <  тА, 1 t;
р ц  =  0 ; ёсли i =  1, m, j  =  1, яг — 1; p im = — 1, i =  1, m; Gik =
=F(xt ,  t 1 1 )  К ф (т1 1 , Tj_i) . . .  K ( t * + i , t * ) K ® ( t * ,  тл), 1 < & < г < я г ,  G u = E .  
Опорное управление, т. e. пару {« (•), 5 0п} из допустимого управления 
м(•) и опоры S on, считаем невырожденным, если с'x(t)>>X\/t<=Iu = T \ I оа 
и |м (0 [<  1 V ^ e^ o n U /o n - Д алее пусть qm =  (gmb i =  1, яг) — последняя 
строка матрицы Р ^ 1; йг(0  =  —  c'GihF(xk, t)b для
1 bt (t ) = 0  для остальных точек множества / н, b'(t)  =  (b^(t) , ...»
Ьщ (0)>  ̂GE ^н> Ф  Qmi ЧтЬр @ьФ/С Ь, р; =  Qmh^ Gk,i-\-1 К (ф+1

&>t
т') b]c'b, уг (t) =  — V  qmkc'Gk, t-+i Р (тг+1, т г)Р Ф (К, *) Ф Ab/c'b,  t<= It, i =

  &>i ___
=  1, яг; y (0  =  Yi(0» если г = 1 ,  яг; co(0 =  c'x( t)  —  I ,  t ^ T .

К р и т е р и й  о п т и м а л ь н о с т и .  Д л я  оптимальности опорного 
управления {«(•)> ^<ш} достаточны, а в случае невырожденности и необ­
ходимы, следующие соотношения:

ч ть Сt )
< 0 ' и{Ц  h  / < о ,  со(0 = 0 ,0, u(t) — 1, I
=  о , |  и ( O K U  1 =  ° ’ ® « > ° *

t GE /д, t  EG I оп>
<  О, <й(тг) = 0 ,  р j <  0, со (т‘) =  о,

0 ,  с о ( т г ) > 0 ,  ‘ '  { =  0 ,  со ( т г) >  0 ,

1 =  1, яг.
Пусть М  =  \\с’А \ \ ( Ь \ \ х 0 \\ +  L \ \b \ \ t*)  +  \ с ’Ь\, где L  =  m ax \ \F ( t ,  т)

t, 1 еТ
Оценкой субоптимальности для { « (• ) , S on} может служить величина

Р И О ,  S m) = $ q mb ( t ) [ l - U { t ) ] d t — \ q mb{ t ) [ \  +  u{ t ) )dt

1н 1н
+  j  Y(t )[M —  a ( t ) ] d t  —  j  У (t) Q(t)dt + 2 +а г[М — (о(тг) ] -

■̂оп
2 _ а гю(тг) +  2 + р г[Л4 — со(тг)] — 2 _ Рг(о(т'),

Г+1 оп
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где / i = = { ^ e / H: O ( 0 <  0}, /о п =  { ^ G / on:Y (0<O }, 2+ (S ~ ) означает сум­
мирование по тем i, для которых а* (или Р г )> 0  (< 0 ) .

Исходя из этой оценки и применяя метод опорных задач  (см. у казан ­
ную работу Р. Габасова, Ф. М. Кирилловой) можно в случае необходи­
мости построить алгоритм улучш ения имеющегося опорного управления.

2. Двойственный метод. Запиш ем двойственную к (1) задачу (2):

<Pi(u(-)) =  f r ( t ) v ( t ) d t +  f| 6 (0  \dt  min; \ v ( t ) d t  =  l,  
т т !»(•) 0, V

где 6(f) = $ ' ( t ) b ,  i|) '(/) =  — ^ ' ( t ) A  +  c'v{t),  ф ( И  = 0 ;  r(t) =  c'F(t ,  0) x 0.
Оценка субоптимальности здесь равна:

Pi («(•). у (•)) =  J  8 (f)[l +  и (f)] d t — \ 8  (0[1  -  u{t )] dt  +
t +  T—

+  f ©(0 v[t) dt, T ±  =  lt<=T:8{t) >  0 
т I ’O

Функцию «(•)> удовлетворяю щ ую  ограничениям задачи (2), назовем 
допустимым двойственным управлением, а б ( - )  — соответствующим ему 
коуправлением.

Фиксируем е ^ О .
К р и т е р и й  е - о п т и м а л ь н о с т и .  Д л я  е-оптимальности допу­

стимого управления и8(- )  задачи (1) необходимо и достаточно сущест­
вование последовательности допустимых двойственных управлений ov( •). 
v =  1, 2, . . . ,  такой, что П т р г(«е(-), t>v( - ) ) < i s .

V—V со

Оценку pi (•)  можно уменьшить путем улучш ения двойственного 
управления п( - ) .  С этой целью подсчитаем начальную  скорость а (0 )  
убы вания функции фх (г> ( • ) )  по направлению  До (• ) :

а(0) =  [r(f)At»(f) dt  +  j  Аб (t) dt —  ̂Аб (t) dt,

r+
t*

f Av(t)dt  =  0, Av(t)  > — v(t),  A6 (t) = — j c'F(x,  t ) b A v ( r ) d r ,  t ^ T .
т t
Теперь путем соответствующей дискретизации находится направле­

ние До( - )  с минимальной а (0 ),  а максимальный ш аг вдоль найденного 
направления вычисляется по способу, изложенному в указанной работе 
Р. Габасова, Ф. М. Кирилловой (с. 114).

В заключение отметим, что нами рассмотрена такж е задача (1) с еще 
дополнительным ограничением Hx(t*) — g  (Н  — матрица, g  ■— m -вектор).

3. Пример. В качестве примера мы взяли  задачу:

ср(«(-)) =  min (— x x(t)) max; x x(t) =  x 2(t) ■— u(t), x 2(t) =  — x x(t) +
хе[0; 2it]

-j- ii(t), t (EE [0; 2 я], хДО) =  — 1, ^г(О) =  0; | u(t) | 1, 1G  [0; 2я].

Н ачальное управление u ( t ) =  — 1/2, 0 ^ ^ ^ я / 2 ; = 0 , я/2 < Т ^ 2 я ; 
-ф (а ( . ) )= 0 .  П одходящ ее направление A u ( t ) =  — 1/2, 0 ^ ^ я / 4 ;

л
К  2 —1 , 2 — У  2 т )  я

2 , 2 е ) ’ максимальный допусти­

мый шаг 0  =  2{уг2 — 1 +  (2 — У 2 ) е7я/4}- 1 . Д ля  нового управления 
и(-)  =  «(•) +  0А и(-) имеем ф(«(-)) ~ 0 , 00414.

Двойственная задача:
2Л 2Л 2 л

9 i(^ (-)) =  j  w(0  cost dt  +  j' I 6(f) I dt -> min; o ( - ) > 0 ,  j v ( t ) d t  =  \,
0 0  0
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2 Л

6(£) = —  | [cos (т —  t) — sin (т ■— • t ) ] v(x) dx,  [ e [ 0 ;  2 я ] .

t
Н ачальное двойственное'управление 1>(£)==1/2я, te [0 ;  2я], q>i(w(-)) =  

зх 4= : ^  . Подходящее направление А н (-)= 3 /2 я , 0 < ^ < я /2 ;  = — 1/2, я / 2 <  

< * < 2 я  (скорость а(0) =  — - ^ - ( 8  — я )) , шаг 0  =  —jl—. Д л я  нового двой­

ственного управления п(-) =  v(-) +  OAv(-)  имеем (&(•)) ~  0,982.
П о сту п и л а  в  р е д а к ц и ю  16.11.84.
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А. И. Я Б Л О Н С К И Й ,  А. Ф. К О Р З Ю К ■ С. А. М Ы З Г А Е В А

ХАРАКТЕР ВЕТВЛЕНИЯ РЕШЕНИЙ  
В ОКРЕСТНОСТИ ПОДВИЖ НЫ Х ОСОБЕННОСТЕЙ ЗАДАЧИ  

О Д ВИ Ж Е Н ИИ  ТВЕРДОГО ТЕЛА 
ВОКРУГ НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКИ В СЛУЧАЕ АППЕЛЬРОТА

Рассмотрим известную задачу  движения твердого тела вокруг непо­
движ ной точки, решение которой сводится к исследованию системы диф ­
ференциальных уравнений вида [1]:

А  =  (В —  C)qr +  M g ( y0y" — z0y ' ) ,

В ~ ^ Г  =  (С — A)rp +  M g ( z Qy —  у0у"), (1)

С (А — В) pq +  M g  {х0у ’ — УоУ),

dy , „ dy' „ dy" ,~ i r  =  ry - q y ,  ~ J r  =  py  - r y ,  - A - = q y - p y ,

где А,  В, С — главные оси эллипсоида инерции рассматриваемого тела 
относительно неподвижной точки; М  — масса тела; g  —- ускорение сво­
бодного падения; х<>, г/о, г0 — координаты центра тяж ести рассматривае­
мого тела в системе координат, начало которой находится в неподвиж­
ной точке и направление осей которой совпадает с направлением осей
эллипсоида инерции.

В настоящей работе выясняется характер ветвления решений в ок­
рестности подвижных особенностей при условии Аппельрота:

0 0 = 0 ,  X0 V A ( B - C ) + Z 0V C ( A - B ) = 0 ,  А > В > С .  ( 2 )  

Реш ения системы (1) ищем в виде
Р (0  (Po+«i (t ) ) ,  y = t ~ l (f0+ i h ( t ) ),
q ( t ) = t - i ( q 0+U 2( t ) ) ,  y ' - = t - l (g0+ U 5( t ) ) ,  (3)
r( t )  = ^ 1(г о + « з (0 ) .  y " = t ~ i (h0-{-ue( t ) ).

После подстановки (3) в (1) с учетом условий (2) получаем систему:
— А р о —  ( В — С)<7оГо, — /о— г ogo— qoho,
— Bq0= ( C — A ) r 0po, — go=poho— r0f0, (4)
—Cr0=  (A—B ) p 0q0, — h0=qofo— pogo,

реш ая которую, находим коэффициенты представления (3):

р 0 =  i f /  ВС /  = ц У А ( В  —  С),
™  Y (А  — В) (А  — С) 10 v ’

q0 = ------- = 0 £ _ , g0 =  ip У В ( А - С ) ,  (5)
У (А  —  В) (В  — С) s  r  v у
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