
Г71Г f (Y ,Л 1 f f  Т л(«. P) (•« — «) dotdP ,где h  (x, у) -  2я j .) -[{x_ a)2 +  {y_ m „ 2 - +

f f ry l (a, P )(y— P)rfa^P . 
s [(*— a)8 +  (#— P)2]3/2

f f  Тлт(а > Р) {у —  Р) dadfi 1 f fиs  [ ( х - а ) 2  +  (у -р)2 ]3/2 2я Jg
T j!  ( a , P) (x  —  a )  d a d p

2я

f (x u)   ! f (. T*i( , _______________/2 1 '-^  2я ^  [(jt_ 0)* +  (i,_p)2]3/2 2я ^  [(x_ a)2 +  (j/_ p )2]3/2
Учитывая, что f i (x,  у ) ф 0 для точек (х, #)<=£, из (13) получим:

A,iCPi-|-X2(1>2=<74(*, у, £); ^о — Уь(х, у,  Q , (14)

-Ягде <74

<?5

/з (£ч) 4 * 1

_j j* /«(S. Л) 4 * 1
2lt S V ( x - 6 ) *  +  ( y - T 1)* +  C* ’

/2(6, со) сШсоf e e  1 ГГ ' Я  (б . со)сШ со f  „ v  . _ i _  Г Г.____________
/з15> 11 2 п  Js  У (1 _  6 ) 2  +  (Г)— со)2 ’ 1 2л; S / ( Е — б)2 +  (д — С0) 2 ‘

Реш ая теперь уравнения (12) и (14) относительно Ф;г и фо, имеем:

Г- t 1 ; <15>
Д ля  отыскания неизвестной функции р(х ,  у)  получаем интегральное 

уравнение, удовлетворяя граничному условию для осадки w :

w 0 —  w 1 =  +  М *»  У )+ - ^ ~ х ^ (> < 2 — X i)9 o (^ , У), (16)
где (x, i / ) e S i .
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УДК 517.937
АЛИ ХАСАН АЛЬ-РУБАЙИ

О СИЛЬНОМ ЦЕНТРАЛЬНОМ ПОКАЗАТЕЛЕ  
МНОГОМЕРНЫХ ДИФФЕРЕ НЦИАЛЬНЫ Х УРАВНЕНИЙ

Пусть К  — выпуклый конус в R m с вершиной в точке х = 0 ,  х<=К, 
y ^ R n, А (х) — равномерно ограниченная и непрерывно дифференцируе
мая операторная функция, задан н ая на конусе К  и со значениями в про
странстве L ( R m, L n, R n)) .

Рассмотрим многомерное линейное дифференциальное уравнение
y ' ( x ) h = A ( x ) h y ( x )  (1)

и так назы ваемое возмущенное уравнение
y ' ( x ) h = A ( x ) h y + f ( x ,  y )h ,  (2)

в котором возмущение f (x ,  у)  — непрерывно дифференцируемая функ
ция, зад ан н ая  на произведении конуса К  и некоторой области G и удов
летворяю щ ая условию малости ||/(х , г / ) ||^ 6 (х ) ||г / | |,  а 6 (х )г^ 6 , в частно
сти, таким возмущением мож ет быть линейное возмущение f  (х , у) =  
= F { x ) y ,  где | | f  ( х ) | |< 6 ( х ) .
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Мы будем предполагать, что для любых х0^ К  и t/o^G  каж дое из- 
уравнений (1) и (2) имеет единственное решение, определенное на всем 
конусе К  и удовлетворяю щ ее данным начальным условиям.

В [1] введено понятие сильного показателя решения многомерного ли
нейного уравнения. В настоящей статье ставится задача: аналогично [2 и 
3] указать  на два подхода в определении сильного центрального п оказа
теля и доказать, что сильный центральный показатель ограничивает 
подвижность сверху старшего сильного показателя уравнения (1).

В первом подходе рост решений у ( х )  с начальным условием у ( х 0) =  
= у 0 будем изучать с помощью оценок вида

II У(х) || <  || y(s) || D q exp f Q (*) dl, (3)
S

где Q: K->-R — интегрируемая и равномерно ограниченная функция, *
a j  Q ( x ) d l  — криволинейный интеграл первого рода по отрезку [s, х],

S

принадлеж ащ ем у лучу t \  из конуса К  (11111 =  1), для  любого s ^ K  и с 
||s|| =  ||x0||, D Q = co n st, зависящ ая лишь от Q.

Определение 1. Оценка (3) назы вается равномерной по начальному 
моменту Хо для заданного множества решений, если для всех этих реш е
ний постоянную D q можно выбрать независимо от s.

Л егко доказать, что справедливы два следующих утверждения. 
Теорема 1. Равномерность оценки (3) для  всех решений многомер

ного линейного уравнения (1) равносильна существованию такой ж е  
равномерной оценки для  его матрицы Коши Y (х, s ) ,  т. е.

|| Y (х, s) || < D q exp j’ Q(x)dl,  (4)

где H s IK M I.
Теорема 2. Если для  матрицы Коши У (х, s) уравнения (1) сущ ест

вует равномерная оценка (4), то для всех решений возмущенного урав
нения (2) существует равномерная оценка

II У{х) || < | |  y(s) || D Qexp( j  [Q (x) +  D q6 (*)] df). (5)
S

Следствие 1. Пусть A ( y )  — сильный показатель решения уравнения 

(2). Тогда А  (у) ^ Q + П б , где Q = lim  . .1 - (Q(x)dl— верхнее среднее зна-IWK~ l|x || J
чение функции Q.

Определение 2. Функция Q-.K-+R назы вается верхней функцией, если 
она равномерно ограничена, интегрируема и осущ ествляет оценку

X
| | Y(x ,  s ) | | < D Q>Eexp ^ Q ( x ) d l  +  e \ \ x —- s|Q, (6)

S

где | | s | |< M l .
Совокупность всех верхних функций обозначим R {Q ) .  К ак следует 

из [1L множество R ( Q )  не пусто, так  как  за  функцию Q можно взять 
1И (*)||.

_     J *

Пусть Q = lim  -Tjj— j,- f Q (x) dl  —- верхнее среднее значение функции Q 
||*||-*-oo IIx  II J

(из равномерной ограниченности функции Q следует, что Q не зависит 
от s).

Определение 3. Число H = in f  Q назовем верхним сильным централь-
R

ным показателем  уравнения (1).
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Пусть Л  — старший сильный показатель уравнения (1) [1].
Определение 4. Старший сильный показатель Л  назы вается прочным 

вверх, если для любого е > 0  существует такая  малость возмущений, при 
которой старший показатель возмущенной системы (2) не превосходит 
Л + е .  При этом число £2' назы вается верхней границей подвижности стар
шего сильного показателя Л, если для любого е > 0  при всех достаточно 
малых возмущ ениях f (x ,  у)  старший сильный показатель возмущенной 
системы (2) не превосходит £2'+е.

Ясно, что всегда й ' > А  и что число £2 =  inf£2' [> Л .
Теорема 3. Л ю бая верхняя функция Q, а такж е верхний сильный цен

тральный показатель £2 ограничивают подвижность вверх старшего силь
ного показателя уравнения (1), т. е. V e > 0 , 3 6 > 0 ,  такое, что при любых 
возмущ ениях || f (x,  у)  | |< 6  будут выполняться неравенства

1| у(х)  || <  £>е || y(s) || exp ( j Q(x)dl  +  e || x — s ||) (7)
S

\\у{х) II ^ D e\\y(s) || exp (£2-fe) \\x—s|| (8)

равномерно по всем решениям всех возмущенных уравнений (2), причем 
неравенство (7) равномерно такж е по всем Хо и | |x | |^ | |s | | .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Q (х) верхняя функция. Тогда

л

|| Y (х, s) II <  Dq exp ( [  Q(x) dl - f s j x  — s ||) ,  ex =

откуда, согласно теореме 1 и при достаточно малы х 6(х) < . б =  —̂ — , по-
Q

лучаем

||г/(х)|| <  D  || у  (s) || exp ( ^Q(x) dl +  2е1 1| х — s|| j, (9)
S

а это неравенство (7).
Теперь по определению £2 функцию Q можно взять такой, что

X X
lim - j]~ j-  jQ (x) dl <  Q +  e1( откуда j  Q (x) dl  <  (£2 +  ex) (|| x — s ||) +  In D.
*11-»-“ s s

Из (9) получаем (8). Теорема доказана.
Выделим в верхнем классе R (Q )  подкласс С, состоящий из кон

стант с.
Определение 5. Число £2°=inf с назы вается верхним особым показа-

с
телем уравнения (1), где С — совокупность всех констант с таких, что

IIГ(х, 5) | | ^ Д , е+ ( с+ е) ( | |х —s ||) .  (10)

И з всего изложенного получаем следующие следствия.
Следствие 2. Л <£2 <  £2 <  £2°.
Следствие 3. Особый показатель £2° дает оценку

||у ( х )  || s ^ D e\\y (s) ||exp ( (£2° +  s) | | x - s | [ ) ,

которая равномерна как по решениям возмущенных систем, так  и по Хо, 
если возмущения достаточно малы.

Следствие 4. Д л я  прочности вверх старшего сильного показателя до
статочно его совпадения с верхним сильным центральным показателем 
или совпадения с верхним особым.

Аналогично определению 2 можно ввести понятие нижней функции и 
нижнего сильного центрального показателя уравнения (1) и доказать
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теорему о том, что нижний сильный центральный показатель ограничива
ет подвижность вниз младш его сильного показателя уравнения (1).

Во втором подходе определения сильного центрального показателя 
будем изучать рост решений у ( х )  с помощью оценок вида

II У{х) II <  II У(хо) || D P exp f P(x)dx,
Х 0

где P:K-+Rm — интегрируемая и равномерно ограниченная функция,.
*

имею щая примитивную, a J  P(x )dx  — криволинейный интеграл второго-
х„

рода, не зависящ ий от пути интегрирования (так как  Р  имеет примитив
ную ), D p = c o n s t,  зависящ ая лишь от Р.

При этом подходе, точно так  же, как и в первом, справедливы обе 
теоремы 1 и 2.

Определение верхней функции введем следующим образом. 
Определение 6. Функция Р  : K-+Rm назы вается верхней, если она 

равномерно ограничена, интегрируема, имеет примитивную и осущест
вляет оценку

| | Y(x ,  s) || < Dp,s exp ( j  P ( x )d x  +  e \ \ x  —  s | |) ,

где HsII^IW I.
Совокупность всех верхних функций обозначим R { P ) .  Множество- 

R ( P )  не пусто, так  как за  Р  можно взять функцию Р : К - *  М~(\ \х\ \)  ( ||х ||>

> 0 ) ,  где М  =  sup || А (х) ||, || х  || +  •■•+*£. Тогда число Q1 =  in f /3,
_  ________ J X

где Р  =  Нш — jP (x ) d x ,  назовем верхним сильным центральным пока-
 ̂  ̂ А'о

зателем уравнения (1).
При таком определении сильного центрального показателя остаются 

справедливыми все утверждения и определения, приведенные здесь для 
сильного центрального показателя в первом подходе. Естественно, воз
никает вопрос о взаимосвязи меж ду сильными центральными показате
лями в обоих подходах. Н а этот счет справедлива

Теорема 4. Й г^Й ь (11)
Действительно, из связи между криволинейными интегралами обоих ро
дов имеем

 ̂Р(х) dx =  Р(х)  dx  +  j1 Р  (х ) Idl,
Х 0 Х 0

где 5 =_р ф  и а fs . х ] —-отрезок, принадлеж ащ ий лучу x = t £ из ко
нуса К. О ткуда видно, что Р ( х ) 1  входит в верхний класс R ( Q ) ,  а следо
вательно, имеет место (11).
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