
Q (a) = —Д- 2ahe 2a/,e(a) - f  (1 +  xe 2ah) r)(a)

где Д =  (1 -\-xe~2ah) (x + e ~ 2a/l) +  (2a h ) 2e~2ah.
Таким образом, решение поставленной задачи определяется вы раж е­

ниями (8) — (10) и (13).
2. Вторая основная задача. Пусть на контуре заданы  перемещения 

u = g i ( x ) f ( t ) ,  v = g z ( x ) f ( t ) ,  где g i ( x ) ,  g 2(x) — известные функции, удо­
влетворяю щ ие условию Гёльдера. Ф (г) долж на удовлетворять следую ­
щим граничным условиям:

хФ - (л:) + Ф + (х ) = %  на /.; (14)

хФ  (т) +  Ф (т) +  2 & Ф '(т )= 0  на Ьъ  (15)

где т)ч (я) = 2 ц |д  1 (х) -\-igz (я )].
Реш ение задачи представим в виде:

Ф (г) =  ~ [ ф о(г) +  j  G(— «) е - ‘аг da], zeS~; (16)
о
со

Ф (г) =  Ф0 (2) +  f G (a) etoz da, z EE S+,  (17)
о

где G (a) =  j  фЦл:) e MXdx.
 CO

Поступая, как  и в предыдущем случае, находим:

R  (a) = - j - [ ( l  + е _2а,1)е1(а) — 2 x - 1a/ir)1 (a)]; (18)

Q (а) =  4 "  [2%-'ahe~2a%  (а) +  (1 +  <Г2“йй ( а ) ,  (19)

где Д =  (1 + е -2а/1) 2— (2x_1a/г)2e_2a,l.
Следовательно, напряженно-деформированное состояние в полосе 

определяется на основании формул (2) — (5) и (16) — (19).
П о с т у п и л а  в р е д а к ц и ю  10.09.84.

У Д К  539.3

И. А. П Р У С О В , Г. В. К О М А Р О В

КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ТЕРМОУПРУГОСТИ 
ДЛЯ  ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОГО  

ПОЛУПРОСТРАНСТВА

К онтактная зад ач а  термоупругости для упругого полупространства 
при стационарном распределении температуры  в [1] реш ается для изо­
тропного полупространства, в [2] рассматривается только осесимметрич­
ная зад ач а  для трансверсально-изотропного полупространства. В н а­
стоящей работе предполагается, что штамп имеет произвольную форму. 
Д ля  решения задачи  используется подход, предложенный в [3, 4].

Пусть на упругое полупространство давит абсолютно жесткий произ­
вольный в плане плоский штамп. П редполагается, что силы трения м еж ­
ду штампом и полупространством отсутствуют. Поверхность штампа 
имеет температуру Т — Т0(х, у ) ,  а температура соприкасаю щ ихся со 
штампом сред полагается нулевой. Тепловой контакт между телами со­
вершенный.

Пусть трансверсально-изотропное полупространство занимает об­
ласть £ ) + ( z ^ 0 ) ,  5  ( z = 0 )  — граница полупространства, параллельная 
плоскости изотропии в каж дой  точке среды, S i — область, заним аем ая
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штампом, S Z= S  \ S i — остальная часть плоскости 5. Температура, в си­
лу сделанных оговорок, удовлетворяет уравнению:

‘ ( ^  +  т й т  +  * ' ^ - г  =  0 ' (1)
где k, k '  — коэффициенты теплопроводности в плоскостях изотропии и 
нормали к ним соответственно.

Граничные условия для температуры примут вид:
Т = Т 0(х, у)  в S u Т = 0  в S* (2)

Реш ение задачи  Д ирихле (1), (2) для квазигармонической функ­
ции Т  известно:

Г ( х  .. Tv 1 ГГ 1т0(а, p)dadp l / - ^  /О)
т (х ’ у > о  -  2я у  ^ _ а ) г + ( , _ Р )а + ? ] з/2 -. с - * .  ^  К *' • ^

Н апряж ения Xxz— txi,  TyZ= T y i, az= 0i и осадка и;==Шь соответствую­
щие температурному полю полупространства, выраж аю тся через функ­
ции ф и ф по формулам, полученным в [4]:

2 1
г д2 а2

аи  1 дх2 1 dif01 =

2 д2 , , , ч 2 д2
■̂  =  Д 1 Г ^ {(р +  а|5)’ V = - ^ * i p r ( <P +  'M:

(4)

причем функции ф и ф удовлетворяю т уравнениям:

I ф =  — L T , С2 =  ^2г>( д2 1 62 1 52 ^ ̂ дх2 1 ду2 д й  )

+  - ^ 2 “  +  -Т7о-) ф — ЛУГ, Д  —

(5 )
 , ,_______\  m — ___ М Т  Г. =  3L?
дх2 1 ф/2 т  с̂ 2

где L, М, Xlt Х2 вы раж аю тся через упругие постоянные коэффициенты ац
^l(all +  а1г) --  а13

трансверсально-изотропного тела; y h = ------------------------ .
1̂1

Функции ф и ф вполне определяю тся из (3) и (5):

,1 ,/г  „  м -  1  Г Г Г Т ( 8 ,  а>, a 2) d 8 d o ) d a 2

( ’ 4л j -Ь / ( х - б ) 2 +  (г/-<в)2 +  ( С , - а 2)2 ’

ф(х> у> Ь )  =  Г (б , со, _
4п „+ У (X— 6)2 +  (г/ — ®)2- И Д —а р 2

(6 )

где % =  Ci, а 2==_т _  Сг- В интегралах (6) % и а 2 выступают как па-А-l А2
раметры интегрирования.

Граничные условия для контактной задачи  запишем в виде:

Тжг= = Тж1-1- Та:2= = 0, '^yz=='^yl~\~'^y2,= ^0 В S ',

0г= 01+ 02= О  в 5 2;
(7 )

® =  Ш 1+ Ш 2 — W0(x, у)  В S i,

где индекс 1 относится к напряж ениям и осадке, соответствующим тем­
пературному полю, а индекс 2 относится к чисто упругим компонентам 
напряжений и осадке.

Из (4), с учетом (3) и (6), определяю тся %xU гу\, а ь и w\.  Д л я  того 
чтобы удовлетворить граничным условиям (7), необходимо решить упру­
гую задачу со следующими граничными условиями:
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XxZ—  ТЩ , Т у 2 —  T y i В S]
O2— —C?i в S2;

(8)
w2= w 0— wi  в 5 b

Д ля  решения этой задачи воспользуемся общими формулами, полу­
ченными в [3]. П оложив в них для простоты вы кладок По— Хо, /г1= « 2=  1, 
m k = m 0= 0, выпишем необходимые соотношения:

— д2фк . _  1 дФ
“Z2 ,..2 ' fir >

* 19)
^ ф й  1 а»Ф„ , д*Фк , 1 а 2г|)0 v

*2 дхдг  Х0 дг/дг ’ У2 дудг  1 А0 дхдг  ’

(̂ "И ~Р ^i9) 1̂згде =  п44 -f- (а12 — а Х1) yk, yk =  ----------- :-------------; произвольные функ-
°и

ции Ф& и ф0 удовлетворяют уравнениям:
д2 д2 д 2 \

+ 4 г + 4 * - ) < » ^ о ,  (ю )дх2 ~  ду2 1 dt,

где Ф =  Ф^, ф0, Z, — £х, £2, £о> =  hkz', £0 =  X0z; ^0=  "j/"

И ндекс k  (k = \ , 2) в формулах (9) собирательный, знак  суммирования 
по которому опущен для упрощения записи.

Н а основании формул (9) и граничных условий (8) при Z — 0 по­
лучим:

дФ2 ) +  р (х, у) в S1;

„ о

д ( д Ф , , дФ2 \
dZ \  К f  dZ j

дФ 2 , <?Ф0 \
д х ду  )

д Ф 2 дФо )
ду д х  J

dZ [ 1 д х

\  1 д у  ' 2 д у  д х  J У1

где р(х ,  у ) -— неизвестная плотность распределения контактных усилий 
в области Si. В формулах (11) и далее для каж дой из функций Фй и фо 
берутся соответствующие и £о. Введенный в работе формализм только 
существенно упрощ ает выкладки.

Решение граничных задач (11), как  известно, имеет вид:

Ф1 +  Ф2 = Д ( ^  У, D;
д (М&х +  Я2Ф2) +  =  q2 (х, у,  £); (12)дх v 1 1 1 2 2 / 1  Qy

- | - ( Я 1Фх +  Я2Ф2) - ^ - = < 7з(х , у,  Q ,

где

Qi  L_Jf9тг. J J
qB(l, 4) dldr\

2 я  J J  V ( x - l ) 2+ ( y ~ 4)2 +  Z2 ’

=  _ J  f Г P i(« .  , 1 P («■ ft) dad ft
2 n  S  V ( x - a ) 2 +  ( y - p ) 2 ' 2 n  Y { x ~ o . ) 2 - \ - { y - p)2

2 я
f Г x^xCa,
S V ( x -  a ) 2 +  ( y _ p ) *  +  g* ’

„ = ____ 1 Г Г Tgl(«.
1/3 2 я  ^  ^ (JC _  a ) .  +  (y _  p)2 +  p  •

П ринимая во внимание, что функции Фк и ф0 удовлетворяю т уравне­
ниям (10), на основании формул (9) и (12) при z = 0  имеем:

(А-хФх +  Я2Ф2) =  — /Д х , у); J * h -  =  —  f t { x , y ) ,  (13)
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Г71Г f (Y ,Л 1 f f  Т л(«. P) (•« — «) dotdP ,где h  (x, у) -  2я j .) -[{x_ a)2 +  {y_ m „ 2 - +

f f ry l (a, P )(y— P)rfa^P . 
s [(*— a)8 +  (#— P)2]3/2

f f  Тлт(а > Р) {у —  Р) dadfi 1 f fиs  [ ( х - а ) 2  +  (у -р)2 ]3/2 2я Jg
T j!  ( a , P) (x  —  a )  d a d p

2я

f (x u)   ! f (. T*i( , _______________/2 1 '-^  2я ^  [(jt_ 0)* +  (i,_p)2]3/2 2я ^  [(x_ a)2 +  (j/_ p )2]3/2
Учитывая, что f i (x,  у ) ф 0 для точек (х, #)<=£, из (13) получим:

A,iCPi-|-X2(1>2=<74(*, у, £); ^о — Уь(х, у,  Q , (14)

-Ягде <74

<?5

/з (£ч) 4 * 1

_j j* /«(S. Л) 4 * 1
2lt S V ( x - 6 ) *  +  ( y - T 1)* +  C* ’

/2(6, со) сШсоf e e  1 ГГ ' Я  (б . со)сШ со f  „ v  . _ i _  Г Г.____________
/з15> 11 2 п  Js  У (1 _  6 ) 2  +  (Г)— со)2 ’ 1 2л; S / ( Е — б)2 +  (д — С0) 2 ‘

Реш ая теперь уравнения (12) и (14) относительно Ф;г и фо, имеем:

Г- t 1 ; <15>
Д ля  отыскания неизвестной функции р(х ,  у)  получаем интегральное 

уравнение, удовлетворяя граничному условию для осадки w :

w 0 —  w 1 =  +  М *»  У )+ - ^ ~ х ^ (> < 2 — X i)9 o (^ , У), (16)
где (x, i / ) e S i .
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УДК 517.937
АЛИ ХАСАН АЛЬ-РУБАЙИ

О СИЛЬНОМ ЦЕНТРАЛЬНОМ ПОКАЗАТЕЛЕ  
МНОГОМЕРНЫХ ДИФФЕРЕ НЦИАЛЬНЫ Х УРАВНЕНИЙ

Пусть К  — выпуклый конус в R m с вершиной в точке х = 0 ,  х<=К, 
y ^ R n, А (х) — равномерно ограниченная и непрерывно дифференцируе­
мая операторная функция, задан н ая на конусе К  и со значениями в про­
странстве L ( R m, L n, R n)) .

Рассмотрим многомерное линейное дифференциальное уравнение
y ' ( x ) h = A ( x ) h y ( x )  (1)

и так назы ваемое возмущенное уравнение
y ' ( x ) h = A ( x ) h y + f ( x ,  y )h ,  (2)

в котором возмущение f (x ,  у)  — непрерывно дифференцируемая функ­
ция, зад ан н ая  на произведении конуса К  и некоторой области G и удов­
летворяю щ ая условию малости ||/(х , г / ) ||^ 6 (х ) ||г / | |,  а 6 (х )г^ 6 , в частно­
сти, таким возмущением мож ет быть линейное возмущение f  (х , у) =  
= F { x ) y ,  где | | f  ( х ) | |< 6 ( х ) .

3 Зак. 855 49


