
гамма-резонансных линий). При толщине контролируемого слоя 
~ 1 0  мкм концентрация аустенита практически не изменилась.

Таким образом, облучение поверхности м еталла ионами вызы вает 
эффекты, в определенной степени аналогичные локальной поверхностной 
термической обработке. Х арактер фазовых превращений свидетельству
ет о том, что режим такой термообработки существенно различается по 
глубине поверхностного слоя. О бщ ая толщина слоя, на которой наблю 
даю тся фазовые превращ ения в системе Fe — С, как  минимум на два по
рядка превыш ает пробег ионов в мишени.

Помимо наличия фазовых переходов наблю дается изменение вероят
ности безотдачного взаимодействия f  после облучения. В слое ~ 1 0  мкм 
вероятность f  после облучения существенно возросла и составила 140 % 
f  контрольного образца (оценка проведена по площ ади спектров). Сле
довательно, этот поверхностный слой характеризуется более стабильной 
и равновесной структурой. В слое толщиной ~ 1 0 3 А вероят
ность f  практически не изменилась. В этом случае можно предположить 
существование факторов, действие которых направлено как  на увеличе
ние, так  и на уменьшение /, и их вклад  взаимно компенсируется.
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УДК 530.12; 530.145
Г. В. Ш И Ш К И Н , И. Е . А Н Д Р У Ш К Е В И Ч

РА ЗДЕЛЕН ИЕ ПЕРЕМЕННЫХ В УРАВНЕНИИ ДИРАКА  
В ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ. III

1. Ковариантное обобщение уравнения Д и р ака  (КО У Д) в полях тя 
готения общей теории относительности с метрикой

ds2= s i g n ( $ — i ) A ijmnA(xi, xi, х т, х п) [dxiY-\-  
+ s ig n  (р—j)A ijm n,j(х*, xi, хт, х п) [dxi)2+

+ s ig n ( p —т ) А тП:ГП( х \  xi, хт, х п) (dxm) 2+
+ s ig n ( |3 — п ) А ц тп,п ( х \  xi, хт, х п) (dxn) 2

при диагональной калибровке тетрады имеет вид [1, 2]:

У1 (  d i A i j m n , i \  У1' (  A ijmn. iJ  ijmn, i \  t У1 /

V A ijmn, i \  1 4A Cjmn, i )  ' Y A ijmnt j \  1 4A ijmn, ]4X T —  +

yfl (  Ajjmn, m \  _ Уп / A jim n, n \  |

r m _  4A ijmn, m I +  V ' A Umn n I *  ~  4А Цтп. n ) +У  A ijmn, m \ m ijmn, m > )/' A ijmn> n \ n 4A ijmn, n

+  m0\ Ф =  0. (1)

Здесь и далее индексы i, j, m, n  не носят тензорного характера, а у — 
матрицы Д и р ака  специальной теории относительности.

Н астоящ ая работа продолж ает исследования по разделению  пере
менных в КОУД, начаты е в [1, 2]. В [1] уравнение (1) исследовалось на



предмет отделения переменной х 1 по методике выделения дифференци
альны х операторов первого порядка (ОПГ1). П оказано, что для отделе
ния х { необходимо и достаточно, чтобы функции А ц тп,к> (к — *-, /> т, п) 
удовлетворяли условию

Aijmn,h(x\ xi, Хт , Хп ) = A i :k (х*) A jm„ik (Xi, х т , х п ) (2)
и выполнялся один из наборов требований:

y4ii3= c o n s t ,  i4i,m= c o n s t ,  7 U > = co n st, (3)
Ai,j/Ai,m— const, Ai,j/Ai,n =  const, A jmn,i= co n s t .  (4)

С огласно [2], для  осущ ествления в (1) попарного разделения перемен
ных хт, х п и х i , x i  необходимо и достаточно выполнения требования

Aijmn.h( х \  xi, х т, х п) = A ijJl(x l, x i )A mn,h (xm, х п) (5)
и  одного из наборов условий:

Ац,т1Ац,п — const, n m„ ,i= c o n s t ,  A mnj = const, (6)
^i,-,m = const, n ij,«  =  const, A mn,i/Amnj = const. (7)

Теперь определим условия, позволяю щ ие методикой ОП П  осущест
вить в ( 1) отделение х* от xi, хт, х п и x'i от х т, х п .

Следует иметь в виду три возможности: 1) отделение переменной х \  
а  затем  в уравнении, которое будет определять зависимость волновой 
функции (ВФ) от трех оставш ихся переменных xi, хт, х п — отделение 
x i  от хт, х п;

2 ) попарное разделение хт, х п и х \  xi, а в уравнении, определяющем 
зависимость ВФ от х \  xi ■— разделение последних меж ду собой;

3) одновременное отделение х 1 от xi, х т, х п и x i  от x i, хт, х п.
2. Отделение х'1 от х>, х т, х п, а затем xJ от х"г, х п. Предположим,

что выполнены условия (2), (3). Тогда вместо (1) можем записать

Y V  Ц Т ^ - ) 1 / 2  ( d j  d]. A. i m n ' i  )  +  У  W 2  хA i \ J 4 А 1 ‘ 1 I Аjmn, / ' х jmn, / / \ Лjm n, т ■

х  ( а , -  д"лл '"" -т )  +  Y r  k  -  I +
jm n, m '  '  jmn, n / \  jmn, n

+  m 0 y l (A jmn, г)1/2 +  ki j  Ф =  0, (8)

где ki  — собственное значение оператора K i ,  соответствующего отделен
ной переменной х 1 [1]. П редполагая возможность отделения в (8) пере
менной xi  от хт, х п методикой О П П , вместо (8) имеем

{KjA~Kmn} Ф =  о,
причем

[Kj, K m n t t K j ,  f(X™, Х*)]=[кшп, f (xi )]  =  0. (9)

В самом общем случае для операторов K j ,  К тп необходимо принять [1]:

К ,  =  Р  f j  (xl)d,  4- Р  f u  (xi) +  Г'н f mj (xi) +  Г» f nj (x<) +

+  Q у 1 m0 f a  (xj ) +  h  Q ф7- (xi),

K mn =  P n f m (xm, *») дт +  Г«/п (xm, x ») Эп +  P f jm (xm, x ») +
+  P l f  mm  ( * " ,  X » ) +  Г "  h n  ( Xm , X » )  +

+  Q y lm 0 f mn (xm, x n) +  k i Q(pm (xm, x n)-

Здесь F  =  Q y'yi,  F "  =  Qy'ym, F 1 =  Q y'yn,
a  /, cp — некоторые функции соответствующих переменных.

Подобно тому, как  это делалось в [2], можно показать, что предполо
ж ение о возможности отделения в (8) переменной xi  с необходимостью 
требует, чтобы функции А ц тп,к имели вид



A ijm n ,k= A ith(x i)A jik(x i)A mn,h(xm, x n) ( 10)
и выполнялись тождества

f  jm ^==f m j z = f  n j  ==0.

Д л я  выполнения коммутационных соотношений (9) необходимо счи
тать ф;- и фт , равно как  и f a ,  f m n , взаимоисключающими, т. е. одна из них
в названных парах  тождественно равна нулю. Это значит, что следует
рассмотреть четыре возможных ситуации:

ф Фт— о, fjj=/=0, /ти  =  0; (11)
Фз'Т^О, ф т = 0 , f j j  =  0 , f m n ^ O ' ,  ( 1 2 )

ф̂ ' — 0, фтт^О, f m n  =  0', (13)
Ф; =  0, ф т ^ о ,  f j j  =  0, f m n ^ O -  (14)

Требуя выполнения коммутационных соотношений (9), для (11) — 
(14) соответственно получаем, что необходимо выполнение наборов 
условий:

^ m„ ,i= c o n s t,  . < 4 const ,  Л jtm/A j in= c o n s t ;  (15)
A mn,ilAmn , i = const, /4j,m= c o n s t ,  A j,„ = c o n s t;  (16)

A j :ilA j}m=  const, y4j,i/y4;;i„ = c o n s t ,  Am?1);i= c o n s t ;  (17)
A3V£ = co n st, Aj)?n= c o n s t ,  A3> = c o n s t .  (18)

Если x i отделилась ввиду выполнения (2), (4), то вместо (8) будем 
иметь [1]:

( ц/Уутуп , djAjmn: j ч  ̂ цтт~пу} / дт А т s

I  V Ajmn, j ' 1 4Ajmn, 1 ) Г YAjmti, m V “  4Ajmn, m )

y n n y j  ytn , dn A jmn, n \ 1
+  "i/ T T ^—  a " -  ~ W ~  +  M  Ф =  0- (19)V  jmn, n \ ™ jm n. n I  )

Предположив возможность отделения в (19) x i  и повторив рассуж де
ния предыдущего случая, приходим к необходимости выполнения усло
вия (10) и набора требований

^4j,m =const, A j :n —  const. (20)
3. Отделение х т, х п от х ‘, х1' и разделение последних между собой.

Пусть выполнены требования (5), (6). Тогда вместо (1) можно записать 
[2 ]:

+  OToYV (■A n . т) V*  -  k tJ]  Ф  =  0 . (2 1 )

Дальнейш ие рассуж дения не имеют принципиальных отличий от тех, 
которыми мы воспользовались в п. 2 , и поэтому приводим лишь конеч
ные результаты.

Предположение о разделении xi и xi  в (21) требует выполнения усло
вия ( 10) и одного из наборов ограничений:

A j,m = const, A j,i= c o n s t. (22)
Ai,m== Const, Ai,j =  COnst. (23)

Аналогично при выполнении (5) и (8) вместо ( 1) имеем

( 1 M ± h L \  , dj A4-l )  h 1 ^ - 0  /ол\
1 V * Z i  i “  AA« - i '  У Ч 1  * “  4Ail' 1 ' i

а предположение об отделении в (24) переменной х г с необходимостью 
требует выполнения ( 10) йодного из условий

A j,j= c o n s t, Aii3= c o n s t .  (25), (26)
4. Одновременное отделение х 1 от xJ, х т, х п и х> от х \  х"\ х п. Под од

новременным отделением х 1 от л4, х т, х п и xi от х г, х т, х п методикой ОПП
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будем понимать выделение в уравнении ( 1) двух операторов Кл, Kj или

К г ,  Ктп,  или К , ,  Ктп,  полностью определяю щ их зависимость ВФ от соот
ветствующих переменных, коммутирующих между собой и с полным опе
ратором КОУД. Аналогично предыдущему можно показать, что предпо
лож ение о возможности подобной операции требует, чтобы матрица й  
бы ла решением системы:

у 1 Qy1 — yj й  у 1 =  0, у ‘ Qym — у т й у 1 =  0, y J й  у т — Ут й  у' =  О,

Н о ни одна из ш естнадцати матриц Д и р ака  не является ее решением, 
а  потому и разделение осуждаемым способом невозможно.

5. Сравнение полученных результатов. А нализируя полученные ре
зультаты  (15) — (18), (20), (22), (23), (25), (26) и принимая во внима
ние (2) — (7), с учетом симметрии по индексам i, /, имеем следующие 
различны е наборы условий, обеспечивающие отделение x i от xi, хт, х п и 
x i от хт, х п :

Здесь перечисленные функции и отношения функций должны быть по
стоянными.

Кроме того, сравнение результатов показы вает, что в общем случае 
не всегда, когда x i отделилась от х 3', хт, х п, a xi  от х т, х п, можно выде

лить оператор Кц, определяющий зависимость ВФ от переменных х \  x j 
и коммутирующий с полным оператором КОУД.

Рассуж дениями, обратными использованным в пп. 2, 3, можно пока
зать  и достаточность требований (10) и (27) — (30). Все это означает, 
что доказана следую щ ая

Теорема. Д л я  отделения х 1 от xi, хт, х п и xi  от хт, х п в КОУД мето
дикой ОП П  при диагональной калибровке тетрады  необходимо и доста
точно, чтобы имело место условие ( 10) и один из наборов требований 
(27) — (30).

6. Следствия теоремы (явный вид операторов).
1) При выполнении (10), (27) имеем:

Ктп  — в соответствии с (32), а матрица Й принимает одно из значений:

у ‘ й  у" — yn Q y ‘ =  0 , Ŷ  П уп —  уп Й Y; =  0 .

(27)
(28)
(29)
(30)

+  т0 й  yi Y' (А,-, с) 2



2) Если выполнены (10) и (28), то операторы примут вид

ут уп yJ / dj Aj' j
a) ^  =  - v r r  \ai - ' -4АГ7 + 4 '4у Au j \ ui 4ЛЛ / Г  1 Ki У Au f ’

Kmn = - r r ( x ^ _ ) T id>n d,A A nn’ m ) +' л ш/1, m ' ' -™mn, m 1

+  < Г  Y”  (4=^ У  (a. -  ̂ - )  +  m, Г  Г  (A„„, У , (33)' Лшл, /г / V 4Ллгл, n '

Ki определяется выражением (31).

6) Я . - Щ - г У - ^ —  ( a - T ^ f ) ,

Я, -  siyv У (У у )т  (a — -  a k„ (A,. ,)T,

Kmn определяется выражением (33), a й  принимает одно из значе

ний: у {, у {ут, y iyn, yiymy n.
3) Когда справедливы (10), (29), имеем:

a) Ki определяется выражением (31),

К] =  ут г  У У  ( 4 r f ) т  {д1 — д- щ ~ )  +  т° чтчп у‘У а У" (34>

уп уI / дт А \ у/
ктп = к  -  + r ' v V — - XV тп, т \ тп< т / К Л/1И, ге

дп А тп> п

У Атп, i '
 1 [ di Ai, i

б) Кг =  г)“ Й ym Г  " 'у Т К - '  Г г — ' 4У ,"Г

К тп =  Q Г  У (3* -  д4 А ЯМ' т ) +а тп, т > \ тп, т )

+ Т]"«й У Ym (■ ААтп‘ 1 Е  (дп  n ) + Q k j / A ^ Z i .
' m/г, л / \ ’ л тл, /г /

Kj определяется выражением (34), а матрица Й мож ет принимать

одно из значений: y i, y iy i, уту п, yiymy n.

4) П ри выполнении (10), (30) получаем: для Ki по-прежнему спра
ведливо соотношение (31),

■■ - , dJ Al . l
J, 1

1 . .  , . , „ , 1

к . п  =  К г  ( ~ г ^ ) Ч д т -  ~  • - ) + Т г У У У  1Xа тп, т ' ' *л тп, т ’ \ тп, п /

х  к  -  4 А У + ч“ *. у  у  (4 ^ У + ™. у  «и™, У .\ ^Лтп. п ' \ л тп, i /лгл, л 7 ' •‘Атл, t

Здесь ki, kj, kij — собственные значения соответствующих операторов.
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При падении плоской поляризованной волны на границу анизотроп
ного кристалла в нем в общем случае возбуж дается несобственная пре
ломленная волна, т. е. волна, состояние поляризации которой изменяется 
в процессе распространения [1, 2]. Т акая волна является суперпозицией 
двух собственных (характеристических) волн с неизменной поляриза
цией. В ыражение для вектора Пойнтинга суперпозиции двух плоских 
гармонических волн, распространяю щ ихся в непараллельны х направле
ниях в изотропной среде, получено в [3]. Вектор Пойнтинга плоской 
несобственной волны, возбуж даемой в анизотропном кристалле при нор
мальном падении света на его границу, исследовался в [4]. В настоящей 
работе преследуется цель найти общее вы раж ение для потока энергии 
неплоской несобственной волны в прозрачной анизотропной и гиротроп- 
ной среде.

Пусть из изотропной среды на границу анизотропного кристалла с ли
нейными уравнениями связи общего вида [5]

наклонно падает плоская электромагнитная волна Я  (г, t) =  
=  Но ex p[ i ( kmr  — ©О]- Здесь Е  и D, Я  и В — векторы напряженности 
и индукции электрического и магнитного полей соответственно, е и р. — 
тензоры диэлектрической и магнитной проницаемости; а  и (3 — псевдо
тензоры гирации [5]; k  =  со/ с -— волновое число, т ■— вектор рефракции. 
Тензоры материальны х констант для недиссипативной среды удовлетво
ряю т соотношениям е =  е+, р =  р+, |3 =  — а+ [5], где е+, р+, а+ — эрми
тово сопряженные по отношению к е, р, а  тензоры. Уравнения связи (1) 
описывают анизотропную среду, обладаю щ ую  как  естественной, так  
и собственной гиротропией, т. е. они описывают наиболее общий вид ани
зотропной непоглощ ающей среды [5].

Найдем выражение для среднего вектора Пойтинга преломленной вол-
ны 5  =  ^ п ~{[ЕИ*] +  [Е*Н]}  у границы. Д л я  дальнейшего анализа
удобно выразить вектор 5  через вектор тангенциальной составляющей 
(относительно границы раздела) напряженности магнитного поля Я х пре

ломленной волны. Полные векторы Я  и Ё  восстанавливаю тся по танген
циальным составляю щ им Н% = 1Н, Ех =  IE  с помощью операторной м ат
рицы восстановления V [2, 6], где 1 = 1 — q - q = — q& — проективный 
оператор границы раздела; qx — антисимметричный тензор, дуальный 
единичному вектору нормали к границе раздела q [5]; точка между век
торами обозначает их кронекеровское произведение (диаду). Нетрудно 
показать, что матрица восстановления V  в анизотропной среде, характе
ризуемой уравнениями связи ( 1), имеет структуру
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