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У Д К  517.911

З А Р У Р  ТАУФ И К

МОДИФИКАЦИЯ МЕТОДА ИТЕРАЦИЙ 
ДЛЯ ТРЕУГОЛЬНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ

Рассмотрим на множестве Е с  R х  Rn с точками (t, х ) треугольную 
дифференциальную систему

=  (1)

где /  =  (/!, ... , fn) и f h(t, х ) =  fk(t, xlt ... , xk), k = \, n. Взаимодействие 
между компонентами решений треугольной системы носит односторон- 
ний характер: компоненты решений с последующими номерами не вли- 
яют на компоненты решений с предыдущими номерами. Такой характер 
взаимодействия определяет многие специальные свойства треугольных 
систем. Специфика треугольных систем позволяет уточнить некоторые 
теоремы общей теории дифференциальных уравнений и существенно 
ослабить обычные предположения об аналитической природе внедиаго- 
нальных элементов правых частей.

Теорема 1. Пусть функция /- непрерывна на области Е и компоненты 
fk удовлетворяют^неравенствам \fh(t, xlt ... , xk- \ ,  x'k)— fk(t, xu ... , xk~\, 
Xk) I <  Фй(|х* — Xk I), где функции Ф к непрерывны, Фй(« ) > 0  при н > 0  
и |  с(н/Фй(«) =  +оо. Тогда для любой точки (s, g ) e £  начальная задача 

о ־+־
x(s) =  £ для уравнения (1) однозначно разрешима.

Теорема 2. Если функция / непрерывна на множестве Е = |а , |3|ХЯ" 
и fh удовлетворяют неравенствам | f h(t, xlt ... , X k - u  xk)\ ^Cgk (t, xlt ... , 
xk - 1  ) +  hk(t, xx, ... , xk-  1)Ф А(|**|), где gk, hk и Ф  ̂ непрерывны, Ф*(«)>

X00
=  +  00, то все решения уравнения (1)ф h(u) +  1> 0  при и >  0 и |

продолжимы на промежуток |а, р |. Доказательство следует из возмож- 
ности интегрирования треугольных систем «сверху вниз» и классических 
теорем об однозначной разрешимости и продолжимости решений (см., 
например, [1]).

З а м е ч а н и е .  Индуктивный характер доказательства позволяет 
распространить теоремы 1, 2 на бесконечномерные треугольные системы.

Используя идеи работ [2—4], а также учитывая односторонний харак- 
тер взаимодействия компонент решений треугольных систем, построим 
модификацию метода итераций для систем с выделенной диагональю 
вида

S T  =P(t)x +  f{t, х) 

х, y) +  q(t)y,

где функции р, q, /, g непрерывны. Предположим, что |р (£ ) щ:£־| , 
\q{t) | <  а2, f{t, 0) =  0, g(t, х, 0) =  0, \f{t, x ' )— f(t, х") | <  р! | X -  X״ | , 
|g\t, х', у') g(t, x", у " ) \ < Ы \ х '  -  x"\ +  \yr — y"\) .  Для построения
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последовательных приближений xs(t) и ys{t) решений x(t) и y ( t ) при- 
мен им следующую схему:

dx P(t)xt + f ( t ,  xs- 1), xs(0 ) = x o 

dt =  g(t, xs, г/s—1) +  9(00 ) = י.ע )»ע0ע •

Лемма 1. Для любых s =  0, 1, 2, ... справедливы следующие оценки:

dt
dys

^xsea,r dx,Pi 1*01 (a! +  Pi) 1
s\I **4-1(0 — * , ( O K

+ ־»)zsea*xdx -fР52Ы■ ן  Р2) c
s\

t— t

I y$+1 (t) — y,(t) К

|'ea2t^T j  (p1Cr _]_ p2Ti) ea’°d<y.Pa I 1 («1 +  Pi)
si+

Лемма 2.

(2)

(3)

Pi I *01 (ax +  P1)*s+I e(a1+P1)<
\ x ( t ) - X s( t ) \ < A x = (s +  1)!

1 m  -  V M 1 <  v  -  № +ю г!̂ < 1 » 1 + щ д
(5 +  1)1

где a =  max{a1, a2}, P =  шах{р1; p2}•
Д о к а з а т е л ь с т в о  лемм 1, 2 проводится методом математиче- 

ской индукции по s с применением обобщенной леммы Гронвола и ра- 
венства

1

k=S

Для классической схемы метода последовательных приближений Пикара
dx с =  p(t)xs- l f־   f(t, Xs—l), JC,(0) = ״* 

dt = g(t, *־- ь  У3-1) + q(t)ys- г/0 = (ע8(0 ,1
л

dy.

имеем оценки

(4)

(5)

I rn-*.<0 1 <  д;= 1«.1(°,+^'^ |«№̂■ "

1 т ■ -  у ,(01 < а!,= (’, +?>*'111*<“+611 (р. 1««1+^
Сравнивая оценки (2), (4) и (3), (5), получаем

( Р1 1וs Ч  - 0 ( <ו 1s 1ו у р׳ *־■
Я 1

«1 +  Pi) j ла + Р і 1 s+1 J

Таким образом, построенная модификация метода итераций сходится 
быстрее классического метода итераций Пикара.

Список литературы
1. Б о г д а н о в  Ю. С., С ы р о и д  Ю. Б. Дифференц. уравнения — Минск, 1983.
2. B a y c s a y  Р.— Periodica Polytechnica, 1959, v. 3, № 3, р. 217.
3. Е р у г и н А .  Н,— ИФЖ, 1961, т. 4, № 5, с. 111.
4. Л а п т и н с к и й В .  Н.— Докл. АН БССР, 1965, т. 9, № 5, с. 219.

Поступила в редакцию 21.01.85.


