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А. КЕССИ
УДК 517.925

О ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЯХ СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЙ 
С НЕПОДВИЖНЫМИ КРИТИЧЕСКИМИ ТОЧКАМИ 

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО РЯДА
Рассмотрим дифференциальное уравнение вида

гг!3׳ +  Р (г, гг׳) w n +  Q (z, гг׳) гг׳' +  R (z, w )  =  0, (1)
где P(z, w )  = P2 ( z ) ;  Q(z, w ) =  <72 (z) гг2׳ +  q 3( z ) w  +  <74(z); R(z, w )  = 
= ’r3 ( z ) w 3 +  r i ( z ) w 2 -j- 65( 2 ) гг) +  2 ) 6 (־׳ ;  P k ( z ) ,  q i ( z ) ,  rm ( z ) —  аналитиче- 
ские функции от z.

Задача состоит в том, чтобы найти соотношения между коэффи- 
циентами дифференциального уравнения (1), так чтобы оно имело толь- 
ко однозначные подвижные точки. Очевидно, для уравнения (1) выпол- 
няются первое и второе условия Фукса, но трудно проверить выполнение 
третьего и четвертого условий Фукса, поэтому предлагается применять 
метод Пенлеве.

Дифференцируя уравнение (1), получаем [2]:

=  G(z, гг), гг2) .('׳)
др , dQ \  , , дЯ \ , дЯ

w 2 ( дг НL d w )  +  W 1{ дг dw ) dz ־ז
гг)

Пусть правая часть уравнения (2) имеет вид
(3)G(z, гг), го') =  L(z, гг׳)гг)'2 -ф Л4(2, го)го' -ф N (z, го). 

Тогда получим следующее уравнение:

=  3 L гг4' + ׳  го3) 3׳ М -ф 2 PL) -фдЯ
dz

dQ . дЯ 
дг י -  дш■w!*,( дР . 6Q

( 1 Г  +  1
+  w'2 (3N + 2РМ +  LQ) + w'(2PN +  MQ) +  NQ. (4)

Подставляя в (4) значение го'3 из (1) и приравнивая коэффициенты при 
одинаковых степенях го', получаем систему:

дР 6Q

(5)

+  2 LQ — LP2, 

+  3 LR — LPQ, 

— LPR.

dw
дЯ

дг
dQ

dw
дЯ
dz

dz

ЗМР =

3N — MP =  

2PN — 2MQ = 

NQ
После некоторых преобразований Пенвеле и Гамбье показали, что урав- 
нения вида (2) с неподвижными критическими точками могут быть при- 
ведены к 50 различным частным видам [1]. Тогда, приравнивая коэффи- 
циенты уравнения (1) к коэффициентам каждого уравнения из этих 
50 уравнений, получаем достаточные условия для отсутствия подвижных 
критических точек в уравнении (1).

Непосредственно из системы (5) следует, что целая часть М отно- 
сительно гг» степени не выше нуля и целая часть N степени не выше пер- 
вой. Таких уравнений будет 24.

1) L = 0, М — 0, N — 0. Из (1) и (5) получим: гг>'3 +  (с122 — C2Z -ф 
+  с3) гг2 —) ] + + c!z ׳"   с2) гг׳ +  (— с4г +  с5) ] гг)' +  с!т2+  dw  +  с6 = 0.
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4*0Г״

2) L =  - ^ 7  ,0= = V־, 714 0. Из (1) и (5) получим: w'3-\-c1wzw'-\-c2w3= 0.

3) L =  М =  0, N =  — r'(z) 4־ Из (1) и (5) следует, что урав-
нение ( 1) будет уравнением без подвижных критических точек при еле- 
дующих условиях:

— 3г' +  р2 =  q3, r'3 =q'2 =  0; — r'q2 =  r\ — p2r3; — r'qa +  rq2 =  — r'5 — 
— Ptfv —r'q1+rq3 =  — /•;— p2r6; rq4 =  — p2re; q3 =  r4 — p2q2; — 2par + ׳  
+  q'i =  2r6 — /?273; 2/?2r =  3r6 — /?274; 3r =  274 — p\.

1 s4) L =  — , 714 =  0, 7V =  y 4 - — ■ Подставляя в 3) вместо (r'(z), r(z))
(—у, 6), получим достаточные условия для отсутствия подвижных кри- 
тических точек в решении уравнения ( 1).

5) L =  ~ ,  714 = ---- + = Из (1) и (5) получим: а) р2 .־!־ 
=  0 до'3 +  с!:г2־ до2до' 4־ c2zr3w3 =  0; б) р2 Ф  0 до' 4־ Р =  0.

6) L =  М =  7V =  0. Из (1) и (5) получим: до'3-)- Здо'24־ 
+ до2) ־4  3) до ׳ 4־  до3 +  до2 4-1 =  0.3

7) L =  -jjjjj-, 714 =  0, 7V =  — 1. Этот случай невозможен.

8) L = ־Г^^־ ’ ^  =  ^ (г) - ф ( г) - І г •  Уравне-
ние (1) является уравнением без подвижных критических точек при еле- 
дующих условиях: '

а|?72 — Зфг3 = —г3, тг|?73 — /пф7г — 3mq?74+ З(т — 2 )г3 =J— тг\ —
— (яг — 1)р2г3; тг1?74 — ягф73 — 72 — Зягфг5 4- 3 (яг — 2) г4=  — т г ׳ — (т  — 
—■Jl)/V4; — тф74 — Зтфгв — 3 (т  — 2)Ув = — тг'6 — (яг — l)p2rfi; —  ־744
яг — 2) ־ 43 ) =  (яг — 1) р2гв; — 2ягф72 — яг72 — Зягг3 4 =г3( Зяг — 1) ־  —mq2—
— 3г3; 2ягр2ф — — гф73-{-2(яг״2 2)72 =  — яг7'4־ (яг —■ 3 ) г4 — (яг — 1)/?272;
— 2ягр2 ф — 2ягф74 4 2 = 73 (яг — 2) ־   — яг7; +  (2т — 3) r5 — (т — 1 ) p2q3;
— 2ра+ 2 (яг — 2 ) 74 =  3 (яг— 1)гв — (яг— 1)Р274: Зяг4 =  — 272; — Зягф —
—яг/?гф =— яг/?׳ +  (яг — 2) 73; — 3 4 ־ ״) г — 2) /?2 =  2 (яг — 1) 74 — (яг — 1 )р2.

Из (1) и (5) получим: до3׳-f-р2до'2 4־ 
Згв Р274 ׳ 3 — 274 ״

Из. (1)

1м  = О, N =19) L =
-Pi־

6и?
ש — 1

״ 20׳ ’и ’ ׳20
׳“4-74 '+ = в׳  0, где 74 =  — P2׳V 2р2

10) ^ =  +  M =  0 N =  P(b,1־ )V 4-YP20 ׳ ~ 0׳ — 1 1׳»  
и (5) получим: до3׳+ р 2до'2 + 7 4 ДО'+  гв =  0, где —2р74 =  раг6; — 4р2р =  
=  — Згв4-Р274; — 6р = •РІ ־4 274 — 

І = 4-  + -4г. м - : 2 N = .ш(г) * +._!<׳==>»*- 
L W -П)

где ф (г) = ---- ^-/2; г|?(г) = 2 {72 — г2 — -׳ 74) г24— = / ;{(׳ ׳ . Из (1) и (5)
следует, что уравнение ( 1) будет уравнением без подвижных критических 
точек при следующих условиях:

2ф72+  2г|?7а— 12г3= —2г 2 +ф73—6ф72׳;  =ф72— 12qri— 12 rr3ל|ו73—22 —2r ׳+  
4 = r3 — Зр2г3; 2ф74 — 6ф73 — 6ф72 — 2474 — 2473 — 127г5 — 12гг4־ 2  —2г׳ +  
4 ־ 2־/ ; — Зр2г4 +  Ргг3’ —6ф74+ 6ф73 — 2ф72 — 2474 — 127г6 — 12гг5 =  —2r'R+  
4 -2г׳ — Зр2гБ 4 -р2г4; 6ф74 — 2ф73— 12гг6 =  — 2г; — Зр2гв-Ь р2г6; — 2ф74 =  
=  раг6; — 8772 +  272 =  Згз! 4фр2 +  4 4Р2 — 8 773 — 8г72 — 27 ׳ 4־ 27׳  =  г4 4־ 
+  3г3 — Зр272; — 12фр2 — 44Р2 — 8774 — 8rq3 +  2q\—2q3 =  7r6 4 +г4—Зр273 ־  
4 -P272; 12фр2 — 8/9 =  ; + г6 — г6 — Зр274־74 — 27  Р2 7 3 4 = ф р2־. —   Зг6 +  р274;
Зф 4- 34 =  72! — 9ф 4- 34 — 27Р2 +  р2 — 72 =  273; 18ф — 4гра — 2 р̂  =  674—
— Зр2; — 6ф =  — 274+р2.
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19\ т — 3 ( 1 I 1 ץ М — 2ф0> +  (3 — 2ф) лг N-iŴ  +  N^w — 2Н
'  4  ( к + ׳  w - 1  ) '  т  2 (0 ׳— 1( י  N --------2 ( 0 1 - ׳ )

Из (1) и (5) следует, что уравнение (1) будет уравнением без подвижных 
критических точек при следующих условиях:

2А/!<72+  12г3= + ,?!ЛГ־'; 472—  2N2q2 +  12tpr4 +  18r3 — 12Фг3 =  — 4r;+ 4 r'; 
4Я 2̂ +  073 +  12cprs +  18r4— 12фг4 =  — 4гд +  4r4; 4Hq3-\-\8r5—12cpr6=

=  4r5; 8Ф72 =  — 4 76 + + r3; 8ф73׳   12?2 — 8ф<72 =  4?4 + ׳ — 4׳?  r3 +  10r4;
12̂ 3 — 8ф̂ з =  4<?3 — r4 +  14r6; —8Я =  —5rs; 6Я! =  4<72; 6Я2 =  23 ־72 + 8ף ;
6Я =  <73! P2 — 41 = r6= 0.

n w  _  2 1 1 B0׳s +  (C — S) a׳ — c זג N !ttP+N2w2+ NzW + Ni
’ Zwr ׳— 01)2  ) ’ o׳ (o׳ )׳—1  ;V-----ЗаГ(ш— ---------(I״ ־

Из (1) и (5) следует, что уравнение (1) будет уравнением с неподвиж- 
ными критическими точками при следующих условиях:

2N±qt — 18Вг3 =  —6г ’ъ; 2h\q3 +  2N2q2 — 18Br4 — 18 (С — В) г3=  —6г;+  
+  6r'3—7r3p2; 2N1qi+2N2q3+2Ntf2-18Br6- l8 ( C —B) Г1= —6г'5+6г'4—7р2гА+  
+  4/?2/ 2 + Я274־3;   2Я373 +  2Я4<72 — 18Вг6 — 18 (С — В) гь +  18Сг4 = + ;־׳6 —   
+  6г5 — 7/V 6 +  4р2г4; 2Я3<74 +  2Я4<73 — 18 (С — 5 ) r e-f- 18Cr,=6r;7־ ־ р,гв +  
т  4р2г5; 2Я4<74 +  18Сг0 =  4ргг3, — \2Bq2 =  — 6 4 ׳72 4־  т4 ;3״p2N4— 12Bq3 —
— 12(С — В) 92 =  — 6<73 +  6<7' +  бг3 +  9r4 — 7p2q2; 4p2N2 — 12Д?4 — 12(С— 

£) 93 4 1 = С<72־ 2  — 67 — 5 ף4 +6?3 + 15״/ p2q3 +  4p2q2, 4p2N3—12(С—Я)<74+
+  12073 =  6q\ — бгб +  21 гв—7p2qi +  4p2q3, 4/?2Я4 +  12С<74 12 — =־r6 +  4р&; 
6Я1 =  2<72> 6 N 2 — QBp2 +  Qp2 — 8<73 ־־Ь 4<72> 6Я 3 — 6 (С — В) р2 — 6 р'2 =  —
-  2q3 +  12qt -  7pf, 6Я4 +  6Ср2 = - 8 q ,  +  2р\.

Для всех остальных значений вектора (L, М, N) мы получаем три- 
виальное уравнение w' =  0.
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УДК 519.1
Н. А. НАУМОВИЧ

ДИХОТОМИЧЕСКАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ 
ГРАДИЕНТНЫХ АЛГОРИТМОВ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Общеизвестна роль эвристических процедур и приближенных алго- 
ритмов решения задач оптимизации на графах, сетях и других дискрет- 
ных структурах. В настоящее время утверждает себя теория градиент- 
ных алгоритмов дискретной оптимизации, имеющая в своем арсенале 
богатые семейства алгоритмов, условия, при которых они дают опта- 
мальные решения, методики оценки точности алгоритмов для различных 
классов задач. Исследования градиентных алгоритмов обобщены в мо- 
нографии [1], которая содержит и детальную библиографию.

Настоящая заметка посвящена построению эффективного, с точки 
зрения количества выполняемых операций, алгоритма решения следую- 
щей задачи целочисленного программирования:

п
max 2  fj Ш ( 1).

п
2  ajXj <  b, (2)

/= 1 1=1
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