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УДК 530.12; 530.145
Г. В. ШИШКИН, И. Е. АНДРУШКЕВИЧ

РАЗДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕННЫХ В УРАВНЕНИИ ДИРАКА 
В ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ. II

1. Ковариантное обобщение уравнения Дирака (КОУД) 
{ у Д ^ - 1\ ) + т 0} ¥  =  0

в полях тяготения общей теории относительности (ОТО) с метрикой вида 
ds2 =  А • (dx 1)2 +  В . (dx2)2 +  С ■ (dx3)2 — D ■ (dx1) ף2,  )

где А, В, С, D — произвольные положительно определенные функции 
переменных х1, х2, х3, х1, при диагональной калибровке тетрады записы- 
вается в следующем виде [1]:

ו+
4 В \

+  -? = -  [д4---- + ״0/  } ф(*1, *2, *3, *4) =  0. (2)
Здесь _1_

¥  =  (A-B-C-D) 4 Ф, g>v = - V ,OXv
י־>4/

а у — матрицы Дирака специальной теории относительности (СТО), свя- 
занные с матрицами Дирака у в ОТО соотношением

__ 1_ __1_ _ j _

Yv =  =  diag (A 2 , В \ C  2 , D  2).
Настоящая работа является продолжением работы [1], поэтому мы 

сохраняем ее обозначения и символику.
Запишем (1) в форме

ds2 = sign(р — i) • A ijTnn1i(x\  х \  хт, хп) ■ (dx1)2 +
+  sign(р — /) • Aijmnj ( x \  х \  хт, хп) • (dxi)2 +

+  sign(р — т) ■ A ijmn:m(x\ х \  хт, хп) • (dxm)2 +
+  sign (р — п) ■ Aijmn,n(x\ xi, хт, хп) • (dxn)2.

Здесь и далее индексы i, /', т, п могут принимать целые значения от 1 
до 4, причем і ф  /, I ф  т, і Ф  п, / ф  т, / Ф  п, т ф  п, и они не носят 
тензорного характера, т. е. не используется условие суммирования по 
двум одинаковым индексам; р — число такое, что 3 <  Р <  4, sign (а) — 
знаковая функция. Тогда (3) представим в виде

Xf л dcAijmn.i У1 -ן_ ן,djA^mn ב У -4״1
1 У' ̂ Цтп, і

ЛАijmn, і У A ijmn, і
и1 Л Aי Hijmn, / У  А■■

+  Щ ф ; = 0. (3)dnAi j tnn , п 
ЛА Цтп.п

i jmn,nV a{:
+-

f) Аи сjmn, т
л лijmn, тх
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Как и в [1], в дальнейшем будем работать с уравнением (3). 
Займемся исследованием закономерностей попарного разделения 

переменных по методу выделения дифференциальных операторов пер- 
вого порядка. Иначе говоря, определим условия, позволяющие осущест- 
вить отделение переменных х% х•׳ от хт, хп, не интересуясь раздели- 
мостью х* и х•׳, равно как и хт, хп, между собой. Подобная задача возни- 
кает, например, при определении зависимости волновой функции от угло- 
вых переменных в нестатических полях тяготения центральной снимет- 
рии [2].

Отметим также, что разделение переменных методом выделения не- 
которых дифференциальных операторов первого порядка сводится в ко- 
нечном итоге к доумножению (3) слева на некоторую функцию F =  
= F(x\ х \  хт, х") и матрицу й размерности 4 X 4 .

2. Отделение переменных хг', х•׳', от х™, хп. Предположим, что в (3) 
возможно отделение переменных х \ хз от х™, хп, т. е. вместо (3) можно 
записать

{ к и +  к тп}Ф (х \  х', х״׳, х4) ,0= (״) 
где Kij, Ктп — некоторые операторы, полностью определяющие зависи- 
мость волновой функции Ф от переменных х \ х̂  и хт, хп соответственно, 
причем

[kij, к тп] = [kij, /(х״׳, X״)] =  [ктп, f(Xl, Х'5) .0 = (־)] 

Тогда операторы Kij, Ктп в общем случае необходимо представить выра- 
жениями:

Kij =  Гг/ г(хг, xJ')di +  Pfj(xl, xJ)dj +  Гг/гг(хг, xJ) +  Pfjj(xl, x') +
+  Гт/ті(хг, xJ) +  Tnf ni(xl, xJ) +  т 0йфг(хг, xJ), (6)

Ктп =  Гmfm(xm,Xn) дт +  Г״/״(Х״׳, X״) дп +  Г ׳7־ т (х־״, X״) +  X״) +
+  Гmfmm(xm, *״) +  Гnf nn(xm, X20 (״ + ״ Йфт (х1״, X7) .(״)

Здесь
Tl =  Qy'. г■׳ =  &yf, Г1״ =  Qy1״. r = ״  Hy", (8)

/, ф — некоторые функции соответствующих переменных.
Сравнивая (3) и (4) с учетом (5) — (8), приходим к необходимости 

выполнения тождеств:
___ 1_  ___ 1_

F’(AiImn,i) 2 =  /,, F-(AiJmn,j) 2 =  fj, (9)
___1_ ___1_

F'{A1jmn,m) ~  /т’ F■{Ацтп;п ) =  /п> (Ю)
_  ___3_

-  Qy,F • 4-1 • (Aiimn,!) 2 dtAijmn,i =  T \ f n +  f im), (11)
^  ___ 3_

—  Q y JF• ־41   • (Ai jmn, j )  2 djAi jmn,ן  =  P i f j j  +  f jm),  (12)
^  ___ 3_

9.ymF-A~X • (Alima, m) дтАцтп, m = Tm(fmi ״)־ f mm), (13)
_ _ 3 _

QY"/;’-4—1 • (Aijmn.n) дпАцтп,п =  Г "(/ ;״ ־־ F־ fnn), (14)
^  =  Фі+Фт. (15)

а матрица й должна быть решением системы уравнений (16):

y‘QyJ — yJQyl =  0, y'^Y" — yn£iyl=  0, I (16.1)

ylQym — ym£lyl =  0, yJQym — ymQy/ =  0,J
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у'йу" —■ ynQy‘ =  0, ymQyn — у"Й Ym =  0, (16.1)

у‘Й ■-  йуг =  0, у״׳й — йут =  0,|
ן ^ ~ (16.2)

у'й■-йу'=0, Y"Q — йу" =  0. J
Из шестнадцати матриц Дирака решением подсистемы (16.2) явля- 

ется только й =  diag(l, 1, 1, 1) = I, но Q = I не удовлетворяет ни одно- 
му из уравнений подсистемы (16.1).

Заметим далее, что если в (6), (7) фг и фт  одновременно не равны 
нулю, то для выполнения коммутационных соотношений (5) матрица й 
с необходимостью должна являться решением подсистемы (16.2), а по- 
этому в таком случае в соответствии со сказанным разделение невоз- 
можно, что противоречит предположению, сделанному в самом начале 
п. 2. Для устранения отмеченного противоречия необходимо считать 
функции фг И фт ВЗаИМОИСКЛЮЧаЮЩИМИ, Т. е. если фг =  0, ТО фт^О  и на- 
оборот. С учетом (15) это значит, что F =  F(x\  х•׳) либо F — F (хт, хп). 
Тогда для выполнения (11) — (14) необходимо потребовать, чтобы функ- 
ЦИИ Aijmn.h, (k =  i, j, m, n) имели вид

Ацтп,к(х\ xi, xm, xn) = Aij,k(x\  xi) ■ АтпЛ(хт, xn). (17)
Это позволяет нам переписать (3) в несколько иной форме

■ X
> Ч у  , тАтп,т

+И'/./ J
d j -

mn.iV Aa.iA
+

I  4Aii.l J^ AiiyiAmn,i

+  m0) Ф =  0. (18)
d Aun™mn,n
4 лV Aij,nAmn,n L

д ר־+ mAmn,m׳
даmn.m

x
Из сравнения (4) и (18) следует, что функции fmi, fni, fjm, f im с необхо- 
димостью будут удовлетворять условию f im =  fjm =  fmi =  f ni =  0, т. е.
Kij, Ктп принимают вид

Kij — Гг(/)д־• -f- fa) +  Pifjdj +  fjj) +  m0Qq>i, (19)

Ктп =  г m(fmdm +  fmm) +  г n(fndn +  f nn) +  (20)
Пусть, далее, F =  F(xl, xJ), т. e. ф; ф  0, фт =  0. Для определения й

из (5) с учетом (19), (20) получим систему уравнений: ylQym— у׳"йуг=  
=  0, y‘Qyn — Чп&Ч1 =  0, YmQ —й Y0 = — ״yJQym — 4mQyJ — 0, y'^Y ,״1 

■ y"Qy• ׳ = 0י  Y"& — &Y" =  0, откуда Й =  yV • 
Перепишем тождества (9), (10) с учетом (17):

=  *'), (21)

= іп(хт, Хп). (22)

F(xl , xi)

mn,jV A«,iA
F (x (<x ,־

=  fi(xl, X'),

= fm(xm, *״),

F (X1, ХІ)

V  Aii,iA1nn,i
F ix 1, x>)

const,

K W ״  / V *
Для выполнения (21), (22) необходимо потребовать

F , F

V  Aa.n
=  const,

1],mV AiU
Amn,i =  Const, Amntj =  COnst,

или, что то же самое F = (Ац<т) 2 •const,
Ац.т/Ац,п =  const, Атп.с =  const, Amn,j =  const. (23)

Если же F=F(xm, хп), т. е. фг =  0, Ф #  0, то аналогично только что 
рассмотренному случаю будем иметь й =  утуп,
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^гап,1/^тп־j — Const, Aij,m — Const, Aijtn — Const. (24)
Из вышеизложенного следует, что если в уравнении (3) произошло 

отделение переменных х \  х> от хт, хп методом выделения некоторых 
дифференциальных операторов первого порядка, то с необходимостью 
метрика пространства удовлетворяет условию (17) и одному из наборов 
условий (23), (24). Достаточность полученных требований доказывается 
рассуждениями, обратными только что проведенным.

Таким образом, доказана справедливость следующей теоремы.
Теорема. Для отделения переменных х\  х> от хт, хп в КОУД методом 

выделения дифференциальных операторов первого порядка при диаго- 
нальной калибровке тетрады необходимо и достаточно, чтобы интервал 
ds2 представлялся в виде (17), а компоненты метрического тензора удов- 
летворяли одному из наборов условий (23) или (24).

3. Следствия теоремы (явный вид операторов).
1) Если выполнены условия (17) и (23), то в (4)

*+״י? **(&־) ־ ^ )4^ )
( 9 А п  \  —

Х  [ д ~  4А{ ' )  +  m ° ylyJ  (Л т./'־ ) 2 ,

9 тАтп,т

Kij = -  A v J

+
тп,т4 А,

) 1 (4.־ ( 3 9 пА тп п \

\  А тп, п /
1 ™п 4 л /тп,п /

Ктп =  Y־'yY

-]- y‘yjyn

2 )

+А іЛ
дА и
А п

2 • [ ді -

dj י

Kij = x :

ук (д
9щАтпт ן

\От ^^тп,т )

V ijtj  ! \

J  A mn,i ') -g -  

\ t̂nn,m )

ymyn yj

-- fTl m у ךן׳-----  f
mnK,
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ФОРМИРОВАТЕЛЬ МАГНИТНОЙ РАЗВЕРТКИ 
ПОВЫШЕННОЙ ТОЧНОСТИ

С учетом дисторсии, т. е. искажений отклонения луча за счет отли- 
чающейся от сферической формы поверхности экрана электронно-луче- 
вой трубки (ЭЛТ), и параметров отклоняющей системы (ОС) выраже
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